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3.1 Linit: Fumeg Bue Verizhd
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

@ Pada subbab ini ini kita akan memberikan arti pada pernyataan

Iim fi(x,y)=1L
(x.y)—(a,b) bey)

@ Secara intuisi kalimat ini dapat dimaknai:
"Nilai f(x,y) dekat ke L, jika (x,y) dekat ke (a, b)"
e Bagaimana (x, y) dekat ke (a, b) ?
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3.1 Linit: Fumeg Bue Verizhd
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Definition (Definisi Limit Fungsi Dua Variabel)

Dikatakan
lim f(x,y)=1L
(x.y)—(a,b) (o)
artinya untuk setiap € > 0 terdapat § > 0 yang berpadanan sedemikian
sehingga,

0<|(xy)=(ab)| <d=|f(xy)—Ll<e

Untuk interpretasi ||(x,y) — (a, b)||, pikirkan (x,y) dan (a, b) sehingga

I(x,y) = (a,B)]| = \/(x — a2 + (v — b)?

dan titik-titik yang memenuhi 0 < ||(x,y) — (a, b)|| < J adalah semua
titik-titik dalam lingkaran berjari-jari ¢ kecuali titik pusat (a, b) .
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3.1 Linit: Fumeg Bue Verizhd
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Perhatikan Gambar berikut

smawan (Math UNG)

5=

£ (x, ¥) is berween
L€ and L+

for all (x, v) inside
this circle.

For all (x, v) within

& of (a, b), except
possibly at (a, b) itself,
fix, v)is within € of L.
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3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Beberapa poin yang perlu diperhatikan dari definisi limit fungsi dua
variabel:

@ Jalur pendekatan ke (a, b) tidak penting, artinya bahwa jika jalur
pendekatan yang berlainan menuju nilai-nilai L yang berlainan, maka
limit tidak ada.

@ Perilaku f (x,y) di (a, b) tidak penting, bahkan fungsi f (x,y)
bahkan tidak harus terdefinisikan di (a, b), sebagai akibat dari
pembatasan 0 < ||(x,y) — (a, b)|| .

© Definisi diekspresikan sedemikian sehingga dapat diperluas ke fungsi
tiga variabel atau lebih, dengan mengganti (x, y) dan (a, b) dengan
(x,y,z) dan (a, b, c).
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3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Perhatikan bahwa, polinomial dengan variabel x dan y dapat dinyatakan

f(xy, z) ZZcny

i=1j=1

dan fungsi rasional dalam variabel x dan y dinyatakan dengan

= 58

p dan g polinomial dalam x dan y, dengan asumsi g # 0.
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3.1 Linit: Fumeg Bue Verizhd
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Theorem

@ Jika f (x,y) adalah polinomial, maka

lim f(x,y)=(a b
L. (x,y) = (a,b)

Q Jika

F(x.y) = p(x.y)

dengan p dan q polinomial, maka

: p
lim f(x,y)=
(x.y)—(a,b) bey) q(a,b)
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3.1 Linit: Fumeg Bue Verizhd
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Theorem
3. Lebih lanjut, jika

lim x,y) =L #0 dan lim x,y)=20
(X-Y)H(avb)p( ) # (X,y)ﬁ(a,b)q( )

maka nilai
lim p(x.y)
(xy)—(ab) G (x,¥)

tidak ada.
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3.1 Linit: Fumeg Bue Verizhd
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Example

Hitung limit-limit berikut jika ada

2 2
. . +y+1
1 im  (x%y +3 2 lim XY T°
)(x,yws,z)( y+3) ) (xy)—(0,0) x% —y2

Solution

@ Menurut Teorema

lim  (x’y+3y) =3%22+32=24
(xy)—(3.2) ( )

@ Fungsi kedua adalah fungsi rasional, sehingga tidak mempunyai limit
karena nilai limit penyebut sama dengan nol.
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3.1 Linit: Fumeg Bue Verizhd
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Example

Perlihatkan bahwa fungsi

X2 — 2

f(XvY)Zm

tidak mempunyai limit di titik asal (perhatikan Gambar)

flx,00=1

v
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3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Solution
Akan ditunjukkan bahwa

Tidak mempunyai limit.

Perhatikan bahwa fungsi f didefinisikan diseluruh bidang xy kecuali titik

2 .2
(x,y)—(0,0) X* +y

x2—0

asal (0,0).
o Cek nilai limit disepanjang titik pada sumbu—x, diperoleh
x> =0
f =
(x.0) x2+0
Artinya
lim f (x,0) = lim

Resmawan (Math UNG)
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N L CURCULUTICT 3.1 Limit Fungsi Dua Variabel
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Solution
@ Dengan cara yang sama, nilai limit disepanjang titik pada sumbu—y,
diperoleh:
0— y2
f(0,y)= =-1
Artinya
0— 2
lim  £(0,y) = Y =1

, = [im =
=00 7 (0y)=(00) 0+ y2

Karena terdapat dua jawaban berbeda tergantung dari cara (x, y)
mendekati (0,0) maka limit fungsi tidak ada.

Resmawan (Math UNG) [DAB61133] Kalkulus Lanjut Agustus 2019 56 / 139



3.1 Linit: Fumeg Bue Verizhd
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Examples

Carilah nilai limit yang ditunjukkan atau nyatakan bahwa limit tidak ada

_ 3
(1) lim ’9’75’2
(xy)=(-12) (x +y + 1)
2 2
2) fim XY

(x.y)—(0,0) x* — y*

2 2
() fm 2N
(xy)—(0,0) Xty
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N L CURCULUTICT 3.1 Limit Fungsi Dua Variabel
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Solution
(1) Y-y (EH@R)-2 5
()= (-12) (x +y +1)? (-1+2+1)° 2
2., .2
(2) lim % = Tidak terdefinisi karena fungsi
(xy)=(0,0) X* =y
tidak terdefinisi disepanjang
garis y = x
3) po ot (x* +y?) _ i sin (x4 y?) 1
(xy)—(00) X2+ y? (xy)—(0,0)  x24+y? “cos(x?+ y?
(1) (1)
1 v
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3.1 Linit: Fumeg Bue Verizhd
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Examples
Carilah nilai limit yang ditunjukkan atau nyatakan bahwa limit tidak ada

. Xy
1 | —_
1) (xy)2(0,0) X2 + ¥
2
. Xy
2) | L
@) Moo X+ 57
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3.1 Linit: Fumeg Bue Verizhd
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Solution

(1) Dengan mengamati nilai limit disepanjang garis y = mx, dapat
ditunjukkan bahwa Limit Tidak ada

i Xy i mx?
m — = m-—-———-—-=
(x,y)—(0,0) X% + y? x—0x2 + m?x?
y=mx
lim —
= m-——-
x—01 + m2

Karena nilai bergantung pada m, maka tidak ada nilai tertentu yang
dituju pada saat (x,y) menuju (0,0), artinya nilai limit tidak ada.
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3.1 Linit: Fumeg Bue Verizhd
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Solution

(2) Dengan mengamati nilai limit disepanjang garis y = mx, diperoleh

’ Xy2 ’ m2X4
im = lim—-——
(x.y)—(0,0) X2 + y* x—0x2 + mix*
y=mx
_ m?x?
= lim———
x—01 4+ m*x
=0

Dapat disimpulkan nilai limit adalah 0?7
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3.1 Linit: Fumeg Bue Verizhd
3.1 Limit Fungsi Dua Variabel

Solution

(2) Belum tentu.
Dengan cara sama, amati nilai limit disepanjang garis y = /X,

diperoleh
2 2
im 2 = lim s
(x,y)—(0,0) X +y4 x—0Xxc 4+ X
y=vx
1
2
Dengan demikian
. xy?
lim

(xy)—(0,0) X2 4 y*

Tidak mempunyai limit.

v
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3.2 Limit Fungsi dengan Koordinat Polar
3.2 Limit Fungsi Dengan Koordinat Polar

@ Dalam kasus tertentu, limit fungsi dua variabel khususnya di titik asal
dapat dianalisis dengan lebih mudah dengan mengubah fungsi ke
koordinat polar.

@ Dalam hal ini, poin penting yang perlu diingat bahwa

x,y) — (0,0) jika dan hanya jika r = \/x2+y2 — 0
y

@ Dengan ekspresi ini, limit fungsi dua variabel diekspresikan sebagai
limit satu variabel r saja.
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3.2 Limit Fungsi dengan Koordinat Polar
3.2 Limit Fungsi Dengan Koordinat Polar

Example

Hitunglah limit fungsi berikut, jika ada

C(W2 2
O m SO @ lim Y
(x,y)—(0,0) 3x% + 3y (x,y)—(0,0) X+ y

Ingat aturan L’Hopital:
Jika

. . . (x)

Jim f (x) = lim g (x) =0 atau oo dan Jim 7 () ada,
Maka
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3.2 Limit Fungsi dengan Koordinat Polar
3.2 Limit Fungsi Dengan Koordinat Polar

Solution

@ Dengan mengubah ke koordinat polar dan menggunakan aturan
L'Hopital, diperoleh

. sin (x* + y?) o sinr? 1 . 2rcosr? 1
||m ﬁ = m 2 = — |IiIm —
(x,y)—(0,0) 3x*+ 3y r—0 3r 3r—0 2r 3

@ Perubahan ke koordinat polar memberikan

) Xy . rcosf rsinf . .
lim - = lim ——s = lim cosf sin®
(x,y)—(0,0) X< +y r—0 r r—0

karena limit tergantung dari 6, maka lintasan-lintasan garis lurus ke
titik asal akan menuju ke limit yang berlainan. Artinya limit tidak ada
untuk fungsi ini.

v
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3.2 Limit Fungsi dengan Koordinat Polar
3.2 Limit Fungsi Dengan Koordinat Polar

Examples

Carilah nilai limit yang ditunjukkan dengan koordinat polar

1) lim X
(y)=(00) /52 + y2
X7/3

2 gim X
@) im0 2T y2
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3.2 Limit Fungsi dengan Koordinat Polar
3.2 Limit Fungsi Dengan Koordinat Polar

Solution

1) fm Y iy [0SO rsind

(x,y)=(0,0) \/x2 + y? r—0 r

= limrcosf.sinf@ =0

r—0
7/3 7/3
(2) lim U i (rcosé) ™
(xy)=(00) X* + 2 =0
.73 (cosG)”3
= lim ————F—"—
r—0 r
= lim r'/3 (cos6)"/
r—0
= 0
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3.3 Wenmiimuites otk Suetn il
3.3 Kontinuitas pada Suatu Titik

Definition (Kontinuitas pada Satu Titik)

Suatu fungsi f (x, y) dikatakan kontinu di titik (a, b) jika memenuhi syarat
@ 7 mempunyai nilai di (a, b)
@ f mempunyai limit di (a, b)
@ Nilai f di (a, b) sama dengan nilai limitnya

lim f(x,y)="Ff(a b
L. (x,y) =f(a b)
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3.3 Wenmiimuites otk Suetn il
3.3 Kontinuitas pada Suatu Titik

Theorem (Komposisi Fungsi)
Jika sebuah fungsi dua variabel g kontinu di (a, b) dan sebuah fungsi satu

variabel f kontinu di (a, b), maka fungsi komposisi f o g yang
didefinisikan oleh (f o g) (x,y) = f (g (x,y)) kontinu di (a, b) .

Example
Jelaskan titik-titik (x, y) dimana pada titik-titik tersebut, fungsi berikut
adalah kontinu

(1) Hixy) = 227
(2) F(x,y) = cos (x3 — 4xy +y2)
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3.3 Kontinuitas pada Suatu Titik

Solution

@ H(x,y) adalah fungsi rasional, sehingga kontinu di setiap titik
tempat, kecuali titik yang menyebatkan penyebut 0. Penyebut
y — 4x? sama dengan O di sepanjang parabola y = 4x*. Dengan
demikian, H (x,y) kontinu untuk semua (x, y) kecuali untuk
titik-titik di sepanjang parabola y = 4x?.

@ Fungsi g (x,y) = x3 — 4xy + y? kontinu untuk semua (x, y) karena
merupakan fungsi polinomial. Fungsi f (t) = cost juga kontinu
disetiap bilangan t karena merupakan fungsi trigonometri. Dengan
demikian, fungsi F (x,y) kontinu untuk semua (x,y)
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3. Limit dan Kontinuitas 3.4 Latihan 3

3.4 Latihan 3

Problem
1. Carilah limit yang ditunjukka atau nyatakan bahwa limit tidak ada:

a. 0« y)l_i)r?_2 ) (xy3 — Xy + 3y2)
b lim x3 —3x2y+3xy2 —y3
T (xy)—(1.2) y — 2x2
c lim Xy + €OS X
" (xy)—(0,0) Xy — COS X
4 4
g lm Y
(x,y)—(0,0) X — Yy
2 .2
e. lim xy%
(x.y)—(0,0) ~ x*+y
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3. Limit dan Kontinuitas 3.4 Latihan 3

3.4 Latihan 3

Problem
2. Perlihatkan bahwa
. Xy + y3
lim e
(xy)—(0,0) X2 + y?
tidak ada

3. Uraikan himpunan terbesar S yang memenuhi untuk mengatakan
bahwa f kontinu

2 2
a. f(xy) = XY +3Xy;-y
y — X
b. f(x,y) = In(1+x*+y?)
1

¢ty = e
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3. Limit dan Kontinuitas 3.4 Latihan 3

3.4 Latihan 3
Problem
4. Misalkan
] X2 _ y2
(Xr)’) = X)/m

Jika (x,y) # (0,0) dan f (0,0) = 0, perlihatkan bahwa
fxy (0,0) # £, (0,0) dengan melengkapi langkah-langkah berikut:

a. perlihatkan bahwa f (0, y) = limp_,q (W) = —y, untuk
semua y.

b. perlihatkan bahwa f, (x,0) = x, untuk semua x.
perlihatkan bahwa f,x (0,0) = limj_,o (M) =1.

d. perlihatkan bahwa fy, (0,0) = —1.
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" Terima Kasih, Semoga Bermanfaat "
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