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2.1 Hasilkali Dalam

Definition (Hasilkali Dalam)

Misalkan V' adalah ruang vektor atas field F dan sembarang x,y € V.
Operasi biner dari x dan y yang bernilai dalam F, dinotasikan dengan

(x,y) disebut Hasilkali Dalam jika memenuhi sifat-sifat berikut, yaitu
Vx,y,z € V dan k, | € F, berlaku:

@ Sifat Simetrik
(x,y) = (y,x)

@ Sifat Linearitas
(kx+1ly,z) = k (x,z) + 1y, z)
@ Sifat Positifitas

(x,x) >0dan (x,x) =0 x=0

4
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2.1 Hasilkali Dalam

@ Definisi di atas menggunakan asumsi untuk field yang lebih umum,
yakni F = C, sehingga definisi ini juga berlaku untuk F = R, karena
R CC.

o Jika F = C maka V disebut Ruang Hasilkali Dalam Kompleks,
sedangkan jika F = R maka V disebut Ruang Hasilkali Dalam
Real.

Example

Misal vektor x = (x1, X2, -+, xp) dany = (y1,y2, -+ ,¥n) di R" .
Buktikan bahwa operasi hasilkali titik kedua vektor yang didefinisikan

n
(x,y) = Z XiYi
i=1

adalah hasilkali dalam.

v
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2.1 liksil:ell e
2.1 Hasilkali Dalam

Solution

Untuk membuktikan bahwa operasi tersebut merupakan hasilkali dalam,
maka harus dibuktikan ketiga sifat berikut. Ambil sembarang vektor

X, ¥,z€ R" dan k,| € F.

1. Simetrik

n
(xy) = EXIYi
i=1
X1+ xoy2+ -+ Xp¥n
= yixitysxo+ -+ yaxy
= (y.x)
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2.1 liksil:ell e
2.1 Hasilkali Dalam

Solution
2. Linearitas

(kx + 1y, z) (k (x1, %2, X)) 1 (v yo, o yn) (21,20, 29
((kx1, kxo, -+ kxp) + (Iya, Iya, -+ lyn) (21,20, -+ )y
((kxy + 1, ko + Iya, -+ kxn + Iyn) (21,22, -+, Zy)
(le+/y1)21—I—(ng—|—/y2)22+...+(kxn+lyn)zn

kxizi + yz1 + kxozo + lyozo + « - - + kxnzp + lyaz,
k(x1z1 +x0z0 + - - -+ xpzp) + 1 (1z1 + Yoz + - - - 4

k(x,z) +1(y z)

v
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2 Ruang Hasilkali Dalam 2.1 Hasilkali Dalam

2.1 Hasilkali Dalam

Solution
3. Positifitas

{x,x)

X1X1 + XoXo + -+ - + XpXp
x12—|—x22—|—---—|—x§20

(x,x) 0
= x12+x22—|—---+x§:O
&S xx=x=---=x,=0
& oxixy Fxoxo + s+ Xaxp =0
< x=0 )
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2.1 liksil:ell e
2.1 Hasilkali Dalam

Example

Untuk setiap vektor u = (u1, up) ,v = (vi, ) € R2, didefinisikan
(u,v) =3u1vi + 2w

Tunjukkan bahwa (u,v) suatu hasilkali dalam di R?.
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2.1 Hasilkali Dalam

Example

Diberikan ruang vektor M, (R), yaitu himpunan semua matriks berukuran
2 x 2 dengan semua unsurnya bilangan real. Untuk vektor-vektor
U,V € M, (R) dengan

U:[ul u2}danV:[V1 V2}
us Uy V3 V4

berlaku
(U, V) =unvi+ wmvo+u3vz+ usvy

Tunjukkan bahwa operasi tersebut mendefinisikan suatu hasilkali dalam.

v
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2.1 liksil:ell e
2.1 Hasilkali Dalam

Example
Diberikan sebarang polinomial p = p(x), q = q(x) € P, [x] (R), dan
didefinisikan

o) = [ plx)a() o

dengan a, b € R dan a < b. Tunjukkan bahwa rumus (p, q)
mendefinisikan suatu hasilkali dalam di P, [x] (R) .
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2.1 liksil:ell e
2.1 Hasilkali Dalam

Solution
Ambil sembarang p,q,r € P, [x| (R) dan k,| € F.

1. Simetrik
o) = [ p)atdx= [ a()p(x) e = (ap)
2. Linearitas
b
(kplar) = [ kp(x)+1a ()] r(x) de

= [Tk 00+ g () () o

_ k/ dx—l—//

= k<p,r>+/<q,r>
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2.1 liksil:ell e
2.1 Hasilkali Dalam

Solution
3. Positifitas

b b
w0 = [ pRpdx= [ [p(x) =0
a a
(p.p) = 0
b 2
= /[p(x)] dx =0
a
& [P =0
& p(x)=0
& p= )
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2 Ruang Hasilkali Dalam 2.2 Ortogonalitas

2.2 Ortogonalitas dalam Ruang Hasilkali Dalam
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2.2 Ortogonalitas dalam Ruang Hasilkali Dalam

Definition (Norma dan Jarak)

Diberikan V adalah suatu ruang hasil kali dalam dan vektor x,y € V.
Norm (Panjang) dari vektor x dinotasikan ||x|| dan didefinisikan

[Ix[] =/ (x%)

x disebut vektor normal jika ||x|| = 1. Selanjutnya jarak antara dua
vektor x dan y dinotasikan dengan d (x,y) dan didefinisikan

d(xy) =[x—yl
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2.2 Ortogonalitas dalam Ruang Hasilkali Dalam

Example

Jika x = (x1,x2, -+, xp) dan'y = (y1,¥2, - - -, yn) adalah vektor-vektor di
R"™ dengan hasilkali dalam euclid, maka

HXH:\/<x,x>:\/x12+x22+...+xg

dan
d(xy) = |x—yl
= /{(x—y,x—y)

= \/(Xl—y1)2+(X2—y2)2+"'+(xn—yn)2
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2.2 Ortogonalitas dalam Ruang Hasilkali Dalam

Example

Untuk setiap vektor x = (x1,x2),y = (y1,y2) € R?, didefinisikan

(x,y) = 3x1y1 + 2%y

Jika diambil x = (1,0) dan y = (0, 1), maka

x| =1/((1,0),(1,0)) =3-1-1+2:0-0= 3
dan
d(xy) = [x—yl[=1(1,0) =0 1] =1 -1
= (-1, (1 -1)
= V3-1-14+2-—-1--1
V5
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2.2 Ortogonalitas dalam Ruang Hasilkali Dalam

Definition
Dua vektor x dan y di dalam ruang hasilkali dalam dikatakan ortogonal,
dinotasikan x Ly, jika (x,y) =0

Definition
@ Suatu himpunan V; dikatakan ortogonal dengan himpunan Vj,
dinotasikan Vi L V5, jika vi L v, untuk setiap v; € Vi dan v, € V5.

@ Suatu himpunan bagian U dari suatu ruang hasilkali dalam dikatakan
ortogonal jika untuk setiap u, v € U dan u # v, maka (u,v) =0
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2.2 Ortogonalitas dalam Ruang Hasilkali Dalam

Example
Misal ruang vektor P, [x] (R) dengan hasilkali dalam

(p,q) =/_11p(><)q(><) dx

Jika diambil p = x dan q = x?, maka
1 1 )
(p.q) = /_lp(x)q(x)dx:/ X - x“dx

1
= / x3dx
-1

=0

Dengan demikian, vektor-vektor p = x dan q = x? ortogonal relatif
terhadap hasilkali dalam.

v
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2 Ruang Hasilkali Dalam 2.2 Ortogonalitas

2.2 Ortogonalitas dalam Ruang Hasilkali Dalam

Theorem

Jika dua vektor x dan'y di dalam ruang hasilkali dalam adalah ortogonal,
maka berlaku persamaan Pythagoras

2 2 2
x££ y[" = lIx]I" + llyll

Proof.

Ix+yl* = (x+yx+y)
= (x+yx) +{(x+tyy)
= (xx)+{y,x) +(xy)+(y.y)
= |x|*+2(xy) + ]yl
%[>+ ||ly||* (Karena (x,y) = 0)

DJ
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2.2 Ortogonalitas dalam Ruang Hasilkali Dalam

Example

Contoh sebelumnya ditunjukkan bahwa vektor-vektor p = x dan q = x>

ortogonal relatif terhadap hasilkali dalam
1
(p.a) = [ p(x)a(x) de
Dari Teorema Phytagoras, diperoleh

IolF -+ al* = ( <p,p>)2+( <q,q>)2

= (p, p>+<q Q>

- /_ dx+/ )

1 2
_ d dx=2y2_10
/_1X X+/X X=3757 15
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2 Ruang Hasilkali Dalam 2.2 Ortogonalitas

2.2 Ortogonalitas dalam Ruang Hasilkali Dalam

Example

Dengan integrasi langsung, diperoleh

Ip+al?

(p+aq,p+aq)
1

/ (X—I—x2) (x+x2) dx
-1
1

/ (X2 +2x3 +X4) dx
—1

2 2

§+O+§

E

15
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** | atihan 6

@ Untuk setiap dua vektor x dan y di ruang hasilkali dalam, buktikan
bahwa identitas berikut berlaku

2 2 2 2
I+ yl1” + lx = yI* =2 (111> + 1y?)

@ Untuk setiap dua vektor x dan y di ruang hasilkali dalam, buktikan
bahwa identitas berikut berlaku

(xy) =7 (Ix+yl? = x—yIP)

Catatan: Perhatikan hasil pada soal nomor 1.

@ Misal p = ap + a1x + a»x® dan q = by + b1x + byx? sembarang
vektor di P,. Tunjukkan bahwa p = 1 — x + 2x? dan q = 2x + x?
saling ortogonal dengan mengacu pada definisi hasilkali dalam

(p,q) = agby + a1b1 + axbo
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" Terima Kasih, Semoga Bermanfaat "
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