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ABSTRACT

In this paper, we will try to proof existence of supremum and infimum with Cantor Dedekind
theorem. Before we discuss this material, necessary to introduce several basic concepts, especially
Cut Dedekind and Supremum and Infimum concepts. The method we are presenting here is due to
Richard Dedekind (1831-1916) whose work entitled “What are and what should be numbers?”.

Cantor Dedekind theorem very important to show that nothing “gap” at real numbers system.

PENDAHULUAN
Definisi 1. Cut Dedekind

Misalkan Q himpunan bilangan rasional dan misalkan Q dibagi atas dua himpunan L dan U yang
tidak kosong sedemikian hingga L n U = @& maka L | U disebut Cut Dedekind jikaL U U =Q dan
jikap eL dang € U maka p < g. Cut Dedekind selanjutnya akan disebut dengan Cut

Dari definisi di atas, L disebut bagian bawah dan U disebut bagian atas dari cut. Selanjutnya
untuk sebarang cut (L| U) dan untuk sebarang pe Q berlaku pe L atau p e U. Jika p e L maka berlaku
p’ <p p’eldanjikaqg L, makauntuk g’ > g, ¢’ L. Selanjutnya, jikapeL dangeL makap <
q

Contoh:
1. MisalkanL={re Q| r<2}danU={re Q| r >2}. L U adalah cut

2. MisalkanL={re Q| r<2}danU={re Q| r>2}. L U bukan cut

Definisi 2: Kesamaan Dua Cut

Dua cut (L4 U,) dan (LJ U,) dikatakan sama jika L; = L, (akibatnya U;= U,)

Definisi 3: Ketaksamaan Dua Cut

(L U,) < (LJ U,) jika p e Ly mengakibatkan p e L, dan terdapat elemen rasional qe L, sedemikian
hinggaq # L,

Teoremal:

Jika (L4 Uy) dan (LJ U,) adalah dua cut dan terdapat a e L, sedemikian hingga  a# L, maka (L{ Uy)
< (LJ Uy

Bukti :

Misalkan x e L, berlaku salah satu x < a atau X = a atau X > a

Tetapi X # a dalam hipotesis. a € Uy, jadi x> a = X € U; = x ¢ L;. kontradiksi

Pandang x <adana e L, mengakibatkan x € L,

sehingga terbukti (L U;) < (LJ U,)

Teorema 2:

Misalkan r ¢ Q dan misalkan L={p:p<r, p € Q} dan U = Q — L maka (Ll U) adalah cut dan r
adalah elemen terkecil dari U

Bukti:



Berdasarkan definisi L dan U maka jelas L dan U himpunan tidak kosong
LhnU=g, LuU=QdanpelL,qeUmakap<aq.

Berdasarkan definisi 1 maka (L|U) adalah cut

Selanjutnya akan ditunjukkan r adalah elemen terkecil dari U
rérmakar L makar e U

akibatnyap <rmakap eLdanp g U

Jadi r adalah elemen terkecil dari U (terbukti)

cut yang memenuhi kondisi teorema 1.1 di atas disebut Cut rasional.

Teorema 3:

Jika (Ld Uy) < (LJ U,), maka terdapat r € Q sedemikian hingga (LJ Uy) < C, < (LJ U,) dimana C,
adalah cut rasional

Bukti

Karena (L4 U,) < (LJ U,) maka berdasarkan definisi 1.3 L; < L,.

Jadi terdapat a € Q dengan a e L, sedemikian hingga a # L,

Karena a bukan elemen terbesar di L, maka terdapat r € Q denganr L, sedemikian hinggar > a
Pandang cut C, = (L|U) dengan L = {x : x <, x,r € Q}

Berdasarkan definisi L, makar L tapir e L,. Akibatnya (L|U) < (L, Uy,)

Karenaa<r makaa L

Karenaa ¢ L, tapi a e L maka (L4 Uy) < (L|U)

Jadi terbukti bahwa (L Uy) < C,< (LJ U,)

Teorema 4
Untuk sebarang cut (L|U), r e L jika dan hanya jika C, < (U U)

Bukti:
(=) Misalkan (L|U) adalah cut di Q. Jikar e L makar & U
Pandang cut C, = (L;|U;) dengan Ly = {x: x <r,: xr € Q}
Dari definisi Ly, r gL, tapir e L.
Akibatnya (L, | U))=C, < (L|V)
(<) Misalkan C, = (L;|Uy) < (LI U) dengan L; = {x : x <r, x,r eQ}
Berdasarkan definisi L, r &L,
Karena C, < (L|U), makar e L
Definisi 4.
Misalkan S #¢, S R
(@ Himpunan S dikatakan Terbatas di atas < 3u e R,3s<Uu,(Vs)se S
Setiap u disebut batas atas dari S
(b) Himpunan S dikatakan Terbatas di bawah < 3w e R,>5w<s,(Vs)se S
Setiap w disebut batas bawah dari S
(c) Suatu himpunan dikatakan terbatas jika terbatas diatas dan terbatas dibawah. Suatu himpunan
dikatakan tak terbatas jika tidak terbatas.

Definisi 5.

Misalkan S # ¢, Sc R

(a) Jika S terbatas diatas, maka u disebut Supremum (atau batas atas terkecil) dari S jika dan hanya
jika:
(1) ubatas atas dari S
(2) jika v batas atas yang lain dari S, maka u < v

(b) Jika S terbatas dibawah, maka w disebut Infimum (atau batas bawah terbesar) dari S jika dan
hanya jika:
(1) w batas bawah dari S
(2) Jikat batas bawah yang lain dari S, makat < w

Il PEMBAHASAN



Teorema Cantor Dedekind
Misalkan R himpunan bilangan real dan misalkan R dapat dibagi atas dua himpunan A dan B
yang tidak kosong dengan A N B = &, (A U B = R) sedemikian hingga jika a e Adanb B
berlaku a < b maka terdapat tepat satu ¢ € R sedemikiana < c¢,Va e Adanc < b, Vb B.
Dalam hal ini ¢ adalah elemen terbesar dari A atau elemen terkecil dari B.

Bukti:

Kasus 1 : A mempunyai elemen terbesar

Misalkan A mempunyai elemen terbesar sebut c makaa < c, Va € A
Karena ce A dan b e B maka berdasarkan hipotesis: c < b, v'b €B.

Kasus 2 : A tidak mempunyai elemen terbesar

Jika A tidak mempunyai elemen terbesar, maka akan ditunjukkan elemen terkecil dari B. Konstruksi
sebuah himpunan dengan cara sebagai berikut:

L={x:x e Qdanx e A} dan U = Q — L. Akan ditunjukkan (L| U) adalah cut

A tidak kosong sehingga adaa € Adana € Q makaa € L . jadi L tidak kosong

B tidak kosong sehingga ada b € B dan b € Q sehingga b € U. Jadi U tidak kosong
KarenaAnB=makaLnU=. LuU=Q

Karena U memuat semua elemen rasional di B dan L memuat semua elemen rasional di A, maka jika q
e L dan p e U mengakibatkan g < p.

Berdasarkan definisi 1, (L| U) adalah cut. Misal ¢ = (L| U)

Ambil sebaranga e R dengana € A

Karena A diasumsikan tidak memuat elemen terbesar, maka terdapat ¢’ € R

dengan a’ > a sedemikian hinggaa’ € A

Dengan teorema 3 terdapat d e Q sedemikian hinggaa <d <a’

Jadid €A, akibatnya d €L

Berdasarkan teorema 4 : jikad <c¢ makaa<¢c¢

Sekarang, jikab € B danr € Q sebarang sedemikian hingga r <c

Berdasarkan teorema 4, r ¢ A makar & B. Akibatnyar <b

Jadi untuk sebarang b € B, jikar <c¢ maka r < b mengakibatkan ¢ <b

Karena ¢ £ A maka ¢ € B. Jadi ¢ adalah elemen terkecil dari B

Selanjutnya akan ditunjukkan ¢ adalah tunggal

Andaikan terdapat ¢’, ¢’eR dengan ¢ #c¢’ yang memenuhi kondisi di atas

maka ¢ <c¢’ atauc’<c

Pada kedua kasus tersebut, terdapat r € Q sedemikian hingga ¢ < r < ¢’ atau
c’<r<c.

Pandangc <r<c’ Jikac<r makar gA.Jikar <c’ makar ¢B.

Terjadi kontradiksi. Demikian pula untuk kasus ¢’< » < ¢. Jadi haruslah ¢ = ¢".

Selanjutnya teorema di atas akan digunakan untuk membuktikan eksistensi infimum dan
supremum
Teorema Eksistensi Infimum dan Supremum
Misalkan A cR, A = &
a) Jika A mempunyai batas bawah maka A mempunyai infimum
b) Jika A mempunyai batas atas maka A mempunyai supremum

Diketahui : A cR, A% O

a) Jika A mempunyai batas bawah maka A mempunyai infimum
Konstruksi himpunan S dengan cara sebagai berikut:
X €S jika dan hanya jika terdapat X, € A sedemikian hingga X, < X.
Jadi setiap elemen S lebih besar dari paling sedikit satu elemen A.
Dengan kata lain, tidak ada batas bawah A yang termuat di S




b)

Konstruksi T =R -S

Jika x e T maka tidak terdapat elemen A yang lebih kecil dari x.

Jadix €T jikadan hanya jikax <y, vy eA.

Akibatnya T memuat semua batas bawah dari A.

Akan ditunjukkan T mempunyai elemen terbesar:

Karena A terbatas di bawah dan A =< maka T = &

Karena A = J, maka terdapat X, € A dan terdapat x e R sed. hingga x > X,.
Jadi S &

Ambil sebarang a € T, b € S maka a batas bawah A sedangkan b bukan batas bawah. Akibatnya a
<h.

Jadi S dan T memenuhi hipotesis teorema Cantor Dedekind.

Jadi terdapat g sedemikian hinggaa <g, Va €T,g <b, Vb €S

dan g elemen terbesar dari T atau elemen terkecil dari S

Andaikan g € S maka terdapat X, € A sedemikian xo<g¢

Menurut teorema 3, terdapat p € Q sedemikian hinggaxo<p< ¢
Berartip €S dan p < g. Jadi g tidak mungkin elemen terkecil dari S
Kesimpulannya g elemen terbesar dari T

Jika A mempunyai batas atas maka A mempunyai supremum

Konstruksi himpunan T dengan cara sebagai berikut:

x €T jika dan hanya jika terdapat x, € A sedemikian hingga x < xo.

Jadi setiap elemen T lebih kecil dari paling sedikit satu elemen A.

Dengan kata lain, tidak ada batas atas A yang termuat di T

KonstruksiU =R -T.

Jikay € U maka tidak ada elemen A yang lebih besar dari y.

Jadi,y € U jikadanhanyajikax <y, Vx e A

Akibatnya U memuat semua batas atas dari A

Akan ditunjukkan U mempunyai elemen terkecil

Karena A terbatas di bawah dan A = & maka U = &

Karena A = &, maka terdapat x, € A dan terdapat x e R sed. hingga x < xo.
Jadi T#

Ambil sebaranga e U, b € T maka a batas atas A sedangkan b bukan batas atas. Akibatnya b <
a.

JelaspulaTuUU=R danTnU=

Jadi T dan U memenuhi hipotesis teorema Cantor Dedekind.

Akibatnya terdapat ¢ sedemikian hingga b <c, ¥ b € T,c <a Vb € U dan c elemen terbesar
dari T atau elemen terkecil dari U

Andaikan ¢ € T maka terdapat X, € A sedemikian ¢ < Xg

Menurut teorema 3, terdapat p € Q sedemikian hingga c < p < xg

Berartip € S dan ¢ <p. Jadi ¢ tidak mungkin elemen terbesar dari T
Kesimpulannya ¢ elemen terkecil dari U

PENUTUP

a)

b)
c)

Berdasarkan pembahasan sebelumnya maka dapat disimpulkan beberapa hal sebagai berikut:
(L| U) dikatakan Cut Dedekind jika L dan U adalah himpunan bilangan rasional yang tidak
kosong dengan L n U = & dan L u U = Q dan memenuhi kondisi Jikap € L dan g € U maka p <
q
Jika (LI U) CUT dan U mempunyai elemen terkecil maka (LI U) disebut cut rasional.
Teorema Cantor Dedekind, disamping dapat digunakan untuk membuktikan eksistensi infimum
dan supremum, juga menunjukkan bahwa pada sistem bilangan real tak ada “gap” (teorema
kepadatan)
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