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Abstrak 

Artikel ini membahas tentang komparasi beberapa skema numerik berbeda untuk menampilkan 

visualisasi solusi persamaan diferensial orde 2. Metode satu lkangkah seperti metode Euler dan 

metode Runge-Kutta orde 4 dikombinasikan dengan metode Adam-Bashforth-Moulton orde 3 

untuk menyelesaikan solusi persamaan diferensial orde 2. Kombinasi metode ini digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan Osilator Harmonik yang merupakan persamaan diferensial orde 2 yang 

banyak diterapkan dalam berbagai konteks osilasi. Orde akurasi dan orde kesalahan aproksimasi 

ditentukan secara analitik. Pada bagian akhir diberikan simulasi dengan pengambilan langkah 

berbeda pada ketiga metode untuk mengonfirmasi bagaimana perilaku solusi pada persamaan 

Osilator Harmonik. Hasil penelitian menunjukkan bahwa metode Euler dengan orde akurasi yang 

paling rendah memiliki akurasi yang baik di awal osilasi namun tidak memiliki akurasi yang baik 

pada saat waktu t diperbesar. Metode Runge-Kutta dengan orde akurasi paling tinggi menunjukkan 

akurasi dan stabilitas solusi yang sangat baik dan konsisten, sementara metode Adam-Bashforth-

Moulton meski memiliki akurasi yang lebih rendah dari metode Runge-Kutta orde 4, namun dapat 

ditingkatkan akurasinya dengan memilih metode satu langkah dengan orde akurasi yang tinggi 

untuk mengaproksimasi beberapa solusi awal yang dibutuhkan. Ketiga metode dapat memberikan 

nilai aproksimasi dengan akurasi dan stabilitas yang sangat baik jika dipilih langkah h yang kecil, 

namun langkah ini dapat menambah durasi waktu untuk menampilkan solusi. Dengan demikian, 

perlu pemilihan h yang tepat menyesuaikan dengan konteks persamaan dan metode yang digunakan 

untuk mendapatkan solusi yang akurat dengan durasi waktu yang optimal.  

Kata Kunci: Euler; Runge-Kutta; Adam-Bashforth-Moulton; Osilator Harmonik; Persamaan 

Diferensial 

Abstract 

This article discusses the comparison of different numerical schemes to visualize the solution of 

2nd-order differential equations. One-step methods such as the Euler method and the 4th-order 

Runge-Kutta method are combined with the 3rd-order Adam-Bashforth-Moulton method to solve 

the solution of 2nd-order differential equations. This combination of methods solves the Harmonic 

Oscillator equation, an 2nd-order differential equation widely applied in various oscillation 

contexts. The order of accuracy and order of approximation error are determined analytically. 

Finally, simulations are given with different steps for the three methods to confirm the behavior of 

the solution to the Harmonic Oscillator equation. The results show that the Euler method with the 

lowest order of accuracy has good accuracy at the beginning of the oscillation but not when time t 

is increased. The Runge-Kutta method, with the highest order of accuracy, shows excellent and 

consistent accuracy and solution stability, while the Adam-Bashforth-Moulton method, although it 

has a lower accuracy than the Runge-Kutta method of order 4, can be improved by choosing a one-

step method with a high order of accuracy to approximate some of the required initial solutions. 

All three methods can provide approximation values with excellent accuracy and stability if a small 

step, h, is chosen, but this step can increase the time duration to display the solution. Thus, it is 

necessary to choose the right h according to the context of the equation and the method used to 

obtain accurate solutions with optimal time duration. 
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1. Pendahuluan 

Pemodelan adalah bagian matematika yang memiliki peran penting dalam pemahaman dan 

pemecahan masalah ilmiah yang kompleks, terutama dalam konteks perubahan dinamika sistem. 

Salah satu alat yang sering digunakan untuk memodelkan perubahan tersebut adalah Persamaan 

Diferensial (PD), khususnya PD orde dua. Persamaan diferensial orde dua memiliki aplikasi luas 

dalam berbagai disiplin ilmu, seperti fisika, teknik, ekonomi, dan biologi, karena mereka 

memungkinkan kita untuk memahami bagaimana sistem berubah seiring waktu. 

Dalam pemecahan Persamaan Diferensial orde dua, skema numerik dibutuhkan untuk 

mengonfirmasi solusi analitik. Bahkan dalam bentuk yang lebih kompleks, beberapa bentuk 

persamaan tidak memungkinkan untuk ditentukan solusinya secara analitik, sehingga diperlukan 

penentuan solusi dengan skema numerik. Berbagai metode dengan skema numerik telah 

dikembangkan untuk mendekati solusi persamaan diferensial ini. Metode Euler, Runge-Kutta , dan 

Adam-Bashforth-Moulton adalah tiga di antara banyak skema numerik yang digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial. Setiap metode numerik ini memiliki karakteristik sendiri 

dalam hal akurasi, stabilitas, dan kompleksitas komputasi. Berbagai penelitian melibatkan metode ini 

untuk penyelesaian persamaan diferensial telah dilakukan. 

Beberapa artikel membahas tentang penyelesaian Masalah Nilai Awal menggunakan metode 

Euler. Lanlege, dkk [1] menggunakan metode Euler untuk menyelesaikan masalah nilai awal pada 

Persamaan Dieferensial orde satu. Dalam kasus lain, metode Euler juga digunakan pada model yang 

membahas tentang penularan penyakit seperti yang dilakukan oleh Hurit dan Resi [2] yang 

menyelesaikan model SIR penularan penyakit HIV/AIDS dengan menggunakan metode Euler. 

Metode Euler juga digunakan oleh Prahmono, dkk [3] untuk menyelesaikan solusi numerik 

persamaan gerak jatuh bebas. Hal ini menunjukkan bahwa meskipun termasuk metode yang 

sederhana, metode Euler masih banyak dimanfaatkan dalam berbagai konteks untuk menyelesaikan 

persamaan-persamaan secara numerik. Hal serupa dapat kita temukan pada metode Runge-Kutta yang 

telah dikenal memiliki akurasi yang lebih tinggi dalam penyelesaian solusi persamaan secara 

numerik. 

Beberapa penelitian yang melibatkan metode Runge-Kutta diantaranya dilakukan oleh Enkekes 

dan Mardianto [4] yang menyelesaikan persamaan gelombang 1D menggunakan metode Runge-

Kutta orde 4 . Adapun Trifina, dkk [5] menampilkan visualisasi pada fenomena harmonis dan chaos 

pada getaran tergandeng secara numerik dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde 4. Dalam 

kasus lain, metode Runge-Kutta orde 4 banyak diaplikasikan untuk menyelesaikan solusi model yang 

merpresentasikan penularan penyakit [6]-[8]. Metode Runge-Kutta orde 4 banyak digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan terapan secara numerik karena sudah dikenal memiliki akurasi dan 

stabilitas aproksimasi yang akurat. Meskipun demikian, tetap ada upaya untuk meningkatkan kualitas 

akurasi metode runge kutta seperti yang dibahas oleh Ahmadianfar [9] yang pada penelitiannya, 

mengembangkan optimasi untuk meningkatkan akutrasi solusi metode Runge-Kutta. 

Lebih lanjut, metode Adam-Bashforth-Moulton juga termasuk salah satu metode yang dapat 

digunakan untuk menyelesaikan masalah yang melibatkan persamaan diferensial dengan nilai awal. 

Beberapa penelitian yang menggunakan metode ini dinataranya dilakukan oleh Latip, dkk. [10] yang 
membahas perbandingan metode Adam-Bashforth-Moulton dan metode Milne-Simpson untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial Euler. Penelitian lain dilakukan oleh Apriani, dkk [11] yang 

menggunakan metode Adam-Bashforth-Moulton untuk menyelesaikan persamaan logistik pada kasus 

pertumbuhan penduduk. Disamping penggunaan secara tunggal, beberapa metode yang telah dibahas 

sebelumnya juga banyak digunakan secara komparatif untuk menyelesaikan berbagai kasus terapan 

yang melibatkan persamaan diferensial. 
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Imran, dkk. [12] membahas komparasi metode euler, modifikasi metode euler, serta runge kutta 

untuk menyelesaikan beberapa kasus nilai awal secara numerik. Sementara itu, perbandingan metode 

Euler dan metode Runge-Kutta dibahas pada kasus pemodelan yang merepresentasikan proses 

pengisian dan pengosongan kapasitor [13]. Selanjutnya, Rahayu, dkk., [14] melakukan analisis secara 

komparatif antara metode Euler dengan Jacobian pada kasus proyeksi pertumbuhan penduduk. 

Metode Euler dan Runge-Kutta orde 4 juga digunakan pada penyelesaian metode SIR secara numerik 

pada kasus penyebaran virus ebola [15], sedangkan Sari, dkk [16] menyelesaikan model rangkaian 

listrik menggunakan metode Runge-Kutta dan metode Euler. Beberapa penelitian ini menunjukkan 

bagaimana metode ini sangat bermanfaat untuk digunakan menyelesaikan persamaan diferensial 

dalam berbagai konteks terapan. 

Pada penelitian ini digunakan metode banyak langkah Adam-Bashforth-Moulton 3 (ABM3) 

untuk menyelesaikan model terapan yang melibatkan persamaan diferensial orde dua. Metode ABM3 

adalah metode banyak langkah yang membutuhkan beberapa solusi awal untuk menentukan solusi 

selanjutnya. Penentuan beberapa solusi awal dapat dilakukan dengan menggunakan metode satu 

langkah seperti metode Euler atau metode Runge-Kutta. Pada penelitian ini, dilakukan komparasi 

antara metode Euler-ABM3 dan metode RK4-ABM3 untuk menyelsaikan solusi persamaan 

diferensial secara numerik. Metode Euler, RK4, dan ABM3 adalah tiga metode dengan tingkat 

akurasi yang berbeda, sehingga menarik untuk ditunjukkan bagaimana akurasi ketika dilakukan 

komparasi untuk menyelesaikan persamaan diferensial. Tingkat akurasi dan errornya ketiga metode 

ditunjukkan secara analitik pada kasus PD orde 2, kemudian dikonfirmasi secara numerik dengan 

menggunakan MATLAB. Kombinasi metode ini selanjutnya diterapkan dan dilihat tingkat akurasi 

dan kesalahan aproiksimasinya pada persamaan Osilator Harmonik yang merupakan salah satu 

terapan persaman diferensial orde 2 yang banyak digunakan dalam berbagai bidang ilmu dan 

teknologi. 

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan panduan praktis dalam memilih metode 

numerik yang sesuai untuk kasus-kasus tertentu. Selain itu, diharapkan adanya informasi baru terkait 

pemahaman yang lebih baik tentang stabilitas numerik yang dapat menghindarkan penyelesaian yang 

salah atau tidak stabil dalam pemodelan berbagai fenomena alam, terutama pada kasus yang 

melibatkan persamaan diferensial dengan masalah nilai awal. 

2. Metode Penelitian 

Penelitian Penelitian ini mengomparasikan 3 skema numerik untuk menyelesaikan persamaan 

Osilator Harmonik, yaitu metode satu langkah dan metode banyak langkah. Metode satu langkah 

menggunakan metode Euler dan metode Runge-Kutta Orde 4, untuk mengestimasi beberapa solusi 

awal secara akurat, kemudian dilanjutkan dengan metode banyak langkah Adam-Bashforth-Moulton 

Orde 3 untuk mengestimasi solusi selanjutnya. Kombinasi metode Euler-ABM3 dan RK4-ABM3 

dikomparasikan untuk melihat bagaimana perilaku solusi persamaan Osilator Harmonik. Peta konsep 

penggunaan skema numerik ditunjukkan pada Gambar 1. 

 

 

Gambar 1. Peta konsep penggunaan skema numerik 

 

Algoritma penentuan solusi persamaan Osilator Harmonik dengan metode Runge-Kutta orde 4 

dan metode Adam-Bashforth-Moulton orde 3: 

Metode Euler 

Metode RK4 

Metode ABM3 
Persamaan Osilator 

Harmonik 
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1) Tahap 1: Metode Euler: 

1. Menentukan persamaan diferensial dan kondisi awal. 

2. Menentukan rentang waktu 𝑡 dan langkah ℎ. 

3. Inisialisasi nilai awal persamaan diferensial. 

4. Lakukan loop dengan skema numerik Euler untuk menentukan beberapa solusi awal yang 

dibutuhkan untuk metode ABM3. 

a. Menentukan solusi 𝑦𝑛+1 dengan menggunakan nilai parameter sebelumnya: 

   𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑦𝑛
′  

b.  Meningkatkan nilai 𝑡 dengan ℎ untuk langkah berikutnya: 

   𝑡 = 𝑡 + ℎ 

 

2) Tahap 1: Metode Runge-Kutta Orde 4 (RK4): 

1. Menentukan persamaan diferensial dan kondisi awal. 

2. Menentukan rentang waktu 𝑡 dan langkah ℎ. 

3. Inisialisasi nilai awal persamaan diferensial. 

4. Lakukan loop dengan skema numerik RK4 untuk menentukan beberapa solusi awal yang 

dibutuhkan untuk metode ABM3. 

a. Menentukan parameter RK4 masing-masing: 

𝑘1 = ℎ𝑓(𝑡, 𝑦) 

𝑘2 = ℎ𝑓 (𝑡 +
ℎ

2
, 𝑦 +

𝑘1

2
) 

𝑘3 = ℎ𝑓 (𝑡 +
ℎ

2
, 𝑦 +

𝑘2

2
) 

𝑘4 = ℎ𝑓(𝑡 + ℎ, 𝑦 + 𝑘3) 

b. Menentukan solusi 𝑦𝑛+1 dengan menggunakan nilai parameter sebelumnya: 

   𝑦𝑛+1 =
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 

c.  Meningkatkan nilai 𝑡 dengan ℎ untuk langkah berikutnya: 

   𝑡 = 𝑡 + ℎ 

 

3) Tahap 2: Metode Adam-Bashforth-Moulton Orde 3 (ABM3) 

1. Inisialisasi 𝑡 dan 𝑦 dengan nilai yang dihasilkan dari tahap RK4, yaitu 

𝑡0 + 𝑁ℎ dan 𝑦𝑁+1 

dengan N adalah lanjutan dari langkah yang telah diambil pada metode RK4. 

2. Lakukan loop dengan skema numerik Adam-Bashfoth (AB) sebagai prediktor dan skema 

numerik Adam-Moulton (AM) sebagai korektor: 

a. Tentukan nilai prediktor 𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑 dengan skema AB orde 3 

𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑 = 𝑦𝑛 +
ℎ

12
[23𝑓(𝑡𝑛, 𝑦𝑛) − 16𝑓(𝑡𝑛−1, 𝑦𝑛−1) + 5𝑓(𝑡𝑛−2, 𝑦𝑛−2)] 

b. Tentukan nilai 𝑡𝑛+1 dengan 𝑡𝑛+h 

c. Menentukan nilai 𝑓(𝑡𝑛+1, 𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑) dengan menggunakan persamaan diferensial  

d. Menentukan nilai korektor 𝑦𝑛+1 yang baru dengan skema numerik AM3: 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 +
ℎ

12
[5𝑓(𝑡𝑛+1, 𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑) + 8𝑓(𝑡𝑛, 𝑦𝑛) − 𝑓(𝑡𝑛−1, 𝑦𝑛−1)] 

e. Meningkatkan nilai 𝑛 untuk langkah berikutnya: 

   𝑛 = 𝑛 + 1 

Pada subbab berikutnya diuraikan orde akurasi dan kesalahan masing-masing metode ini secara 

analitik kemudian diimplementasikan pada persamaan Osilator Harmonik yang merupakan salah satu 

terapan persamaan diferensial orde 2. Perbandingan metode Euler-ABM3 dan RK4-ABM3 diberikan 

untuk menunjukkan bagaimana pengaruh metode satu langkah untuk meningkatkan akurasi metode 

banyak langkah ABM3. 
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3. Hasil dan Pembahasan 

3.1 Orde Akurasi dan Kesalahan pada Skema Numerik Euler 

3.1.1 Skema Numerik Euler  

Metode Euler adalah salah satu metode aproksimasi yang sederhana dan dapat memberikan 

hasil yang baik dengan langkah waktu yang cukup kecil, terutama untuk masalah yang tidak terlalu 

kompleks. Misal diberikan persamaan diferensial 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑦), 𝑦(𝑡0) = 𝑦0 

dengan solusi umum 

𝑦(𝑡) = 𝜙(𝑡). 
Skema numerik Euler dapat digunakan untuk mengaproksimasi solusi persamaan diferensial 

dengan mengikuti formula 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑦𝑖
′, ℎ = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1. 

 

3.1.2 Kesalahan Aproksimasi Metode Euler 

Untuk melihat kesalahan pemotongan secara analitik, ditentukan ekspansi Taylor dari formula 

metode Euler.  Dari persamaan: 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑓𝑖 

diperoleh ekspansi deret Taylor untuk solusi eksak 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑓𝑖 +
ℎ2

2
𝑓𝑖

′ +
ℎ3

6
𝑓𝑖

′′ +
ℎ4

24
𝑓𝑖

(3)
+ ⋯ 

dan ekspansi deret Taylor untuk pendekatan numerik 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑓𝑖 + ℎ2𝑓𝑖
′ +

ℎ3

2
𝑓𝑖

′′ +
ℎ4

6
𝑓𝑖

′′′ + ⋯ 

dengan kesalahan aproksimasi  

𝐸 = |[𝑦𝑖 + ℎ𝑓𝑖 +
ℎ2

2
𝑓𝑖

′ +
ℎ3

6
𝑓𝑖

′′ +
ℎ4

24
𝑓𝑖

(3)
+ ⋯ ] − [𝑦𝑖 + ℎ𝑓𝑖 + ℎ2𝑓𝑖

′ +
ℎ3

2
𝑓𝑖

′′ +
ℎ4

6
𝑓𝑖

′′′ + ⋯ ]| 

    = (
ℎ2

2
− ℎ2) 𝑓𝑖

′ + (
ℎ3

6
−

ℎ3

2
) 𝑓𝑖

′′ + ⋯ 

            = 𝛰ℎ1 

Dengan demikian, skema numerik Euler memiliki kesalahan aproksimasi pada orde 2 (𝛰ℎ2) 

dengan tingkat akurasi pada orde 1 (𝛰ℎ). 

 

3.2 Orde Akurasi dan Kesalahan pada Skema Numerik Runge-Kutta Orde 4 

3.2.1 Skema Numerik Runge-Kutta Orde 4 

Skema numerik metode Runge Kutta Orde 4 dinyatakan dengan 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 

dengan 

𝑘1 = ℎ𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 
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𝑘2 = ℎ𝑓 (𝑥𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘1) 

𝑘3 = ℎ𝑓 (𝑥𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘2) 

𝑘4 = ℎ𝑓(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑘3) 

 

3.2.2 Kesalahan Aproksimasi Metode Runge-Kutta Orde 4 

Untuk melihat kesalahan pemotongan secara analitik, ditentukan ekspansi Taylor dari formula 

metode Runge Kutta Orde 4.  Dari persamaan: 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 

diperoleh ekspansi deret Taylor untuk solusi eksak 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑓𝑖 +
ℎ2

2
𝑓𝑖

′ +
ℎ3

6
𝑓𝑖

′′ +
ℎ4

24
𝑓𝑖

(3)
+ ⋯ 

dan ekspansi deret Taylor untuk pendekatan numerik 

𝑘2 = 𝑘3 = 𝑓
𝑖+

1
2

ℎ
= 𝑓𝑖 +

1

2
ℎ𝑓𝑖

′ +
ℎ2

2! 4
𝑓𝑖

′′ +
ℎ3

3! 8
𝑓𝑖

′′′ +
ℎ4

4! 16
𝑓𝑖

(4)
+

ℎ5

5! 32
𝑓𝑖

(5)
+ ⋯ 

𝑘4 = 𝑓𝑖+ℎ = 𝑓𝑖 + ℎ𝑓𝑖
′ +

ℎ2

2!
𝑓𝑖

′′ +
ℎ3

3!
𝑓𝑖

′′′ +
ℎ4

4!
𝑓𝑖

(4)
+

ℎ5

5!
𝑓𝑖

(5)
+ ⋯ 

sehingga 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑓𝑖 +
ℎ2

2
𝑓𝑖

′ +
ℎ3

6
𝑓𝑖

′′ +
ℎ4

24
𝑓𝑖

′′′ + ⋯ 

Dengan demikian, skema numerik Runge-Kutta memiliki kesalahan aproksimasi pada orde 5 
(𝛰ℎ5) dengan tingkat akurasi pada orde 4 (𝛰ℎ4). 

 

3.3 Orde Akurasi dan Kesalahan pada Skema Numerik Adam-Bashforth-Moulton Orde 3 

3.3.1 Skema Numerik Adam-Bashforth-Moulton 

Skema numerik Adam-Bashforth-Moulton orde 3 adalah kombinasi dari dua metode yaitu 

metode implisit Adam-Bashforth sebagai skema prediktor dan metode eksplisit Adam-Moulton 

sebagai skema korektor. Skema numerik Adam-Bashforth-Moulton mengikuti formula 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

 

dengan 

∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

≅ ∫ 𝑝2(𝑡)

𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

 𝑑𝑡. 

𝑃2(𝑡) pada metode Adam-Bashforth ditentukan secara implisit menggunakan aproksimasi 

Lagrange: 
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𝑝2(𝑡) = ∑ 𝑓(𝑡𝑖−𝑘 , 𝑥𝑖−𝑘) × 𝐿𝑘(𝑡)

2

𝑘=0

= ∑ 𝑓𝑖−𝑘 × 𝐿𝑘(𝑡)

2

𝑘=0

 

dengan 

𝐿𝑖(𝑡) = ∏
𝑡 − 𝑡𝑗

𝑡𝑖 − 𝑡𝑗

2

𝑗=0
𝑗≠𝑖

 

𝐿0(𝑡) =
(𝑡 − 𝑡𝑖−1)(𝑡 − 𝑡𝑖−2)

(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−2)
 

𝐿1(𝑡) =
(𝑡 − 𝑡𝑖)(𝑡 − 𝑡𝑖−2)

(𝑡𝑖−1 − 𝑡𝑖)(𝑡𝑖−1 − 𝑡𝑖−2)
 

𝐿2(𝑡) =
(𝑡 − 𝑡𝑖)(𝑡 − 𝑡𝑖−1)

(𝑡𝑖−2 − 𝑡𝑖)(𝑡𝑖−2 − 𝑡𝑖−1)
 

sehingga diperoleh  

𝑝2(𝑡) = (𝑓𝑖 × 𝐿0) + (𝑓𝑖−1 × 𝐿1) + (𝑓𝑖−2 × 𝐿2). 

Dengan menyelesaikan 

∫ 𝑝2(𝑡)

𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

 𝑑𝑡 = ∫ [(𝑓𝑖 × 𝐿0) + (𝑓𝑖−1 × 𝐿1) + (𝑓𝑖−2 × 𝐿2)]

𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

𝑑𝑡 

diperoleh skema numerik Adam-Bashforth yang digunakan sebagai prediktor, yaitu 

𝑥𝑖+1 ≈ 𝑥𝑖 +
ℎ

12
[23𝑓𝑖 − 16𝑓𝑖−1 + 5𝑓𝑖−2].                                         (1) 

Selanjutnya, 𝑃2(𝑡) pada skema numerik Adam-Moulton ditentukan secara eksplisit dengan 

aproksimasi Lagrange: 

𝑝2(𝑡) = (𝑓𝑖−1 × 𝐿0) + (𝑓𝑖 × 𝐿1) + (𝑓𝑖+1 × 𝐿2) 

dengan 

𝐿0(𝑡) =
(𝑡 − 𝑡𝑖)(𝑡 − 𝑡𝑖+1)

(𝑡𝑖−1 − 𝑡𝑖)(𝑡𝑖−1 − 𝑡𝑖+1)
 

𝐿1(𝑡) =
(𝑡 − 𝑡𝑖−1)(𝑡 − 𝑡𝑖+1)

(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖+1)
 

𝐿2(𝑡) =
(𝑡 − 𝑡𝑖−1)(𝑡 − 𝑡𝑖)

(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖−1)(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖)
. 

Dengan menyelesaikan 

𝑥𝑖+1 ≈ 𝑥𝑖 + ∫ ((𝑓𝑖−1 × 𝐿0) + (𝑓𝑖 × 𝐿1) + (𝑓𝑖+1 × 𝐿2))𝑑𝑡

𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

 

diperoleh skema numerik Adam-Moulton yang digunakan sebagai korektor untuk mendapatkan 

nilai aproksimasi, yaitu 
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𝑥𝑖+1 ≈ 𝑥𝑖 +
ℎ

12
[5𝑓𝑖+1 + 8𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1].                                                                  (2) 

 

3.3.2 Kesalahan Aproksimasi Metode Adam-Bashforth-Moulton 

Untuk melihat kesalahan pemotongan secara analitik, ditentukan ekspansi Taylor dari masing-

masing skema numerik Adam-Bashforth-Moulton.  

Dari skema numerik Adam-Bashforth pada persamaan (1), diperoleh ekspansi deret Taylor 

untuk solusi eksak 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ℎ𝑓𝑖 +
ℎ2

2
𝑓𝑖

′ +
ℎ3

6
𝑓𝑖

′′ +
ℎ4

24
𝑓𝑖

(3)
+ ⋯ 

dan ekspansi deret Taylor untuk pendekatan numerik 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ℎ𝑓𝑖 +
ℎ2

2
𝑓𝑖

′ +
ℎ3

6
𝑓𝑖

′′ − 2ℎ4𝑓𝑖
′′′ + ⋯ 

dengan kesalahan aproksimasi  

𝐸 = |[𝑥𝑖 + ℎ𝑓𝑖 +
ℎ2

2
𝑓𝑖

′ +
ℎ3

6
𝑓𝑖

′′ +
ℎ4

24
𝑓𝑖

(3)
+ ⋯ ] − [𝑥𝑖 + ℎ𝑓𝑖 +

ℎ2

2
𝑓𝑖

′ +
ℎ3

6
𝑓𝑖

′′ − 2ℎ4𝑓𝑖
′′′ + ⋯ ]| 

    = (
ℎ4

24
+ 2ℎ4) 𝑓𝑛

(4)
+ ⋯ 

            = 𝛰ℎ4 

Dengan demikian, skema numerik Adam-Bashforth memiliki kesalahan aproksimasi pada orde 

4 (𝛰ℎ4) dengan tingkat akurasi pada orde 3 (𝛰ℎ3). 

Dari skema numerik Adam-Moulton pada persamaan (2), diperoleh ekspansi deret Taylor untuk 

solusi eksak 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ℎ𝑓𝑖 +
ℎ2

2
𝑓𝑖

′ +
ℎ3

6
𝑓𝑖

′′ +
ℎ4

24
𝑓𝑖

(3)
+ ⋯ 

dan ekspansi deret Taylor untuk pendekatan numerik 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ℎ𝑓𝑖 +
1

2
ℎ2𝑓𝑖

′ +
1

6
ℎ3𝑓𝑖

′′ +
1

12
ℎ4𝑓𝑖

′′′ + ⋯ 

dengan kesalahan aproksimasi 

𝐸 = |[𝑥𝑖 + ℎ𝑓𝑖 +
ℎ2

2
𝑓𝑖

′ +
ℎ3

6
𝑓𝑖

′′ +
ℎ4

24
𝑓𝑖

(3)
+ ⋯ ] − [𝑥𝑖 + ℎ𝑓𝑖 +

ℎ2

2
𝑓𝑖

′ +
ℎ3

6
𝑓𝑖

′′ +
ℎ4

12
𝑓𝑖

′′′ + ⋯ ]| 

    = (
ℎ4

24
+

ℎ4

12
) 𝑓𝑛

(4)
+ ⋯ 

            = 𝛰ℎ4 

Dengan demikian, skema numerik Adam-Moulton memiliki kesalahan aproksimasi pada orde 

4 (𝛰ℎ4) dengan tingkat akurasi pada orde 3 (𝛰ℎ3). 

Hasil analitik menunjukkan orde akurasi ABM3 berada di bawah orde akurasi RK4. 

Selanjutnya, ditunjukkan secara numerik bagaimana penggunaan metode 1 langkah memiliki 

pengaruh terhadap peningkatan akurasi metode banyak langkah. Untuk menenjukkan hal tersebut, 

diberikan salah satu contoh persamaan diferensial orde 2 yang diketahui solusi eksaknya agar dapat 
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diketahui tingkat kesalahan dari kombinasi metode yang digunakan. Konfirmasi hasil simulasi 

numerik pada metode ini dapat dijadikan sebagai acuan untuk menggunakan metode ini pada bentuk 

persamaan yang lebih kompleks. 

 

3.4 Solusi Masalah Nilai Awal 

Pada bagian ini diberikan implementasi metode Euler, Metode Runge-Kutta orde 4, dan metode 

Adam-Bashforth-Moulron orde 3 untuk mengaproksimasi solusi persamaan Osilator Harmonik yang 

merupakan salah satu contoh terapan persamaan diferensial orde 2. Persamaan Osilator Harmonik 

sering digunakan untuk memodelkan fenomena osilasi seperti gelombang. Bentuk umum persamaan 

Osilator Harmonik dinyatakan dengan 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝜔𝑥 = 0, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑥′(𝑡0) = 𝑥0

′ . 

Variabel 𝑥 merepresentasikan gerakan Osilator Harmonik terhadapa waktu 𝑡 dan 𝜔 merupakan 

frekuensi osilasi. Dengan menyelesaikan persamaan osilasi, diperoleh solusi khusus 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 cos 𝜔𝑡 +
𝑥0

′

𝜔
sin 𝜔𝑡. 

Untuk implementasi skema numerik, diberikan nilai awal dan nilai parameter 

𝜔 = 2 

𝑥(0) = 1 

𝑥′(0) = 0 

sehingga diperoleh model osilasi 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 2𝑥 = 0 

dengan solusi 

𝑥(𝑡) = cos 2𝑡. 
 

3.4.1 Penyelesaian dengan Skema Numerik Euler 

Penyelesaian dengan skema numerik Euler diberikan pada Gambar 2. Gambar 2 menampilkan 

ilustrasi solusi persamaan osilasi menggunakan metode euler dengan langkah ℎ = 0.05. Skema ini 

menghasilkan solusi aproksimasi 1,264885813121606. Dengan solusi eksak 

0,408082061813392, diperoleh kesalahan relatif sebesar 2,099586900489671. Terlihat pada 

ilustrasi Gambar 1 bahwa akurasi metode euler cukup efektif pada awal waktu 𝑡 namun semakin 

buruk jika waktu 𝑡 diperbesar. 
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Gambar 2. Solusi persamaan osilasi dengan metode euler 

Akurasi metode Euler dapat diperbesar dengan memilih langkah ℎ yang lebih kecil, seperti yang 

ditunjukkan pada Gambar 3. 

 

Gambar 3. Solusi persamaan osilasi dengan metode euler 

Gambar 3 menunjukkan solusi persamaan osilasi menggunakan pendekatan skema numerik 

Euler dengan 3 langkah pendekatan yang berbeda, yaitu ℎ = 0,05;  ℎ = 0,025; dan ℎ = 0,01. Dapat 

dilihat bahwa langkah ℎ yang diperkecil menyebabkan akurasi atau konvergensi metode euler 

semakin baik. Hal ini disebabkan karena metode Euler menggunakan pendekatan linearisasi dengan 

langkah waktu ℎ, yang mengasumsikan bahwa perubahan dalam nilai fungsi 𝑥(𝑡) dalam interval ℎ 

sebanding dengan gradien (laju perubahan) di titik awal. Semakin kecil nilai ℎ, nilai aproksimasi akan 

semakin dekat dengan perilaku solusi yang sebenarnya. Namun perlu diperhatikan bahwa pemilihan 

langkah ℎ yang kecil menyebabkan proses looping membutuhkan waktu yang lebih lama untuk 

menampilkan hasil aproksimasi karena semakin banyak langkah yang harus dijalankan. 
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3.4.2 Penyelesaian dengan Skema Numerik Runge-Kutta Orde 4 

Penyelesaian dengan skema numerik Runge-Kutta orde 4 diberikan pada Gambar 4. 

 

Gambar 4. Solusi persamaan osilasi dengan metode Runge-Kutta orde 4 

Gambar 4 menampilkan ilustrasi solusi persamaan osilasi menggunakan metode Runge-Kutta 

orde 4 dengan langkah ℎ = 0,05. Skema ini menghasilkan solusi aproksimasi 0,408096657111826. 

Dengan solusi eksak 0,408082061813392, diperoleh kesalahan relatif sebesar 

0,000035765596677. Hasil ini memberikan konfirmasi dengan jelas bahwa aproksimasi dengan 

metode Runge-Kutta orde 4 jauh lebih akurat daripada aproksimasi metode euler. Pemilihan nilai ℎ 

relatif tidak berpengaruh secara signifikan pada metode RK4, seperti ditunjukkan pada Gambar 5. 

 

Gambar 5. Solusi persamaan osilasi dengan metode RK4 

Gambar 5 menunjukkan perilaku solusi persamaan Osilator Harmonik dengan menggunakan 

variasi langkah pada metode Runge-Kutta orde 4. Dengan mengambil variasi langkah yang relatif 
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lebih besar dari metode euler, yaitu ℎ = 0,01;  ℎ = 0.05; dan ℎ = 0,1, terlihat perilaku solusi tidak 

mengalami perubahan yang signifikan. Hal ini disebabkan karena tingkat akurasi metode Runge-

Kutta orde 4 memiliki orde akurasi yang tinggi sehingga relatif stabil dibandingkan dengan metode 

numerik lainnya. 

Kedua metode ini selanjutnya digunakan untuk mengestitasi 2 solusi awal yang diperlukan pada 

metode ABM3. Hasil aproksimasi metode Euler-ABM3 dan metode RK4-ABM3 dibahas pada 

subbab selanjutnya. 

 

3.4.3 Skema Numerik Euler dan Prediktor-Korektor ABM Orde 3 

Penyelesaian dengan skema numerik Adam-Bashforth-Moulton orde 3 yang melibatkan metode 

Euler diberikan pada Gambar 6. 

 

Gambar 6. Solusi persamaan osilasi dengan metode Euler-ABM3 

Gambar 6 menampilkan ilustrasi solusi persamaan osilasi menggunakan kombinasi metode 

Euler dan metode prediktor-korektor Adam-Bashforth-Moulton orde 3 dengan langkah ℎ = 0,1. 
Skema ini menghasilkan solusi aproksimasi 0.436701812926024. Dengan solusi eksak 

0,408082061813392, diperoleh kesalahan relatif sebesar 0.070132342954392. Hasil ini 

memberikan konfirmasi bahwa aproksimasi dengan kombinasi metode Euler-ADM3 memberikan 

hasil yang cukup akurat. Secara visual terlihat bahwa kombinasi metode ini lebih akurat secara 

signifikan dari metode Euler dan hampir mendekati akurasi metode Runge-Kutta orde 4. Hasil 

aproksimasi secara numerik menunjukkan bahwa tingkat akurasi metode ini masih lebih rendah 

dibandingkan dengan metode Runge-Kutta orde 4 karena menghasilkan kesalahan yang lebih besar.  

Bagian selanjutnya menunjukkan penyelesaian persamaan diferensial secara numerik dengan 

kombinasi metode RK4 dengan metode ABM3. 

 

3.4.4 Skema Numerik Runge-Kutta Orde 4 dan Prediktor-Korektor ABM Orde 3 

Penyelesaian dengan skema numerik Adam-Bashforth-Moulton orde 3 yang melibatkan metode 

Runge-Kutta orde 4 diberikan pada Gambar 7. 
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Gambar 7. Solusi persamaan osilasi dengan metode RK4-ABM3 

Gambar 7 menampilkan ilustrasi solusi persamaan osilasi menggunakan kombinasi metode 

Runge-Kutta orde 4 dan metode prediktor-korektor Adam-Bashforth-Moulton orde 3 dengan langkah 

ℎ = 0,1. Skema ini menghasilkan solusi aproksimasi 0.415323901362112. Dengan solusi eksak 

0,408082061813392, diperoleh kesalahan relatif sebesar 0.017746037442908. Hasil ini 

memberikan konfirmasi bahwa aproksimasi dengan kombinasi metode RK4-ADM3 memberikan 

peningkatan akurasi yang cukup signifikan dibandingkan metode Euler-ABM3. Peningkatan akurasi 

dapat dilihat dari tingkat kesalahan yang jaug lebih kecil dibandingan kesalahan pada metode Euler-

ABM3. 

 

3.4.5 Perbandingan Metode Runge-Kutta, Kombinasi Euler-ABM3 dan Kombinasi RK4-ABM3 

Ilustrasi yang ditampilkan pada Gambar 8 menunjukkan bagaimana perbedaan akurasi skema 

numerik Runge-Kutta orde 4 jika dibandingkan dengan kombinasi metode Euler-ABM3 dan 

kombinasi metode RK4-ABM3 dengan langkah ℎ = 0.1.  

Gambar 8 menampilkan perilaku solusi persamaan Osilator Harmonik dengan menggunakan 

metode RK4, Euler-ABM3, dan RK4-ABM3 dalam mengaproksimasi solusi persamaan Osilator 

Harmonik. Dengan mengambil langkah yang sama, yaitu ℎ = 0,1, Gambar 8 menunjukkan bahwa 

metode Runge-Kutta orde 4 sebagai metode dengan orde akurasi tertinggi menghasilkan nilai yang 

sangat stabil dan paling akurat dalam mengaproksimasi solusi persamaan Osilator Harmonik. Metode 

Adam-Bashfoth-Moulton orde 3, meskipun memiliki orde akurasi yang lebih rendah dari metode 

RK4, namun dapat ditingkatkan akurasinya dengan memilih metode satu langkah yang tepat untuk 

mengaproksimasi beberapa solusi awalnya. Penggunaan kombinasi metode Euler-ABM3 pada 

dasarnya sudah menunjukkan akurasi yang cukup baik namun masih memiliki tingkat kesalahan yang 

cukup besar. Selanjutnya, penggunaan kombinasi metode RK4-ABM3 dapat meningkatkan akurasi 
secara signifikan dengan hasil yang mendekati ketelitian metode Runge-Kutta orde 4. Hasil simulasi 

ini menunjukkan bahwa pada kasus-kasus yang membutuhkan metode banyak langkah seperti metode 

ABM3, dapat digunakan metode satu langkah dengan akurasi yang tinggi seperti metode RK4 untuk 

meningkatkan akurasi dan stabilitas hasil aproksimasinya. 
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Gambar 8. Solusi persamaan osilasi dengan beberapa skema numerik 

 

4. Kesimpulan 

Persamaan Osilator Harmonik adalah salah satu bentuk terapan persamaan orde 2 yang dapat 

diselesaikan secara numerik menggunakan metode Euler, metode Runge-Kutta, dan metode Adam-

Bashforth-Moulton. Metode Euler memiliki langkah sederhana tetapi kurang akurat dan sensitif 

terhadap variasi ukuran langkah ℎ. Metode Runge-Kutta orde 4 (RK4) memberikan akurasi yang 

tinggi dan stabilitas yang sangat baik, sehingga dapat digunakan dalam berbagai konteks. Namun 

pada kasus yang membutuhkan metode banyak langkah seperti metode Adam-Bashforth-Moulton 

yang memiliki orde akurasi yang lebih rendah dari metode Runge-Kutta orde 4, dapat dikombinasikan 

dengan metode RK4 untuk menghasilkan nilai aproksimasi yang lebih akurat dan lebih stabil. Selain 

itu, perlu diperhatikan pemilihan langkah ℎ yang tepat untuk mendapatkan hasil yang efektif dan 

efisien. Pemilihan langkah ℎ yang semakin kecil dapat menghasilkan solusi yang akurat namun akan 

membutuhkan waktu yang lebih lama untuk menyelesaikan solusi persamaan. Oleh karena itu 

pemilihan metode dan pemilihan langkah ℎ perlu disesuaikan dengan konteks persamaan yang akan 

diselesaikan. 
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