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KATA PENGANTAR

Kemandirian bangsa haruslah menjadi visi dan tugas kolektif seluruh komponen
bangsa Indonesia yakni pemerintah, masyarakat, dunia usaha dan juga lembaga
pendidikan. Berbagai upaya berkaitan dengan usaha menuju bangsa mandiri
adalah  inovasi dan  kreativitas, penemuan-penemuan baru  serta
produktivitas.Kemandirian bangsa berarti mengurangi ketergantungan bangsa
Indonesia dari negara lain dalam berbagai sendi kehidupan terutama berkaitan
dengan kebutuhan strategis negara dan rakyat Indonesia.

Perguruan tinggi sebagai komponen strategis bangsa dalam menciptakan
manusia-manusia cerdas, kreatif, inovatif dan produktif harus terus menata dan
mengelola diri dalam rangka lahirnya generasi menuju bangsa mandiri.

Oleh karena itu, Jurusan Kimia Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam
(FMIPA) Universitas Negeri Gorontalo bermaksud menyelenggarakan Seminar
Nasional dengan Tema: Peningkatan Kemandirian Bangsa Berbasis Sumber
Daya Manusia dan Sumber Daya Alam.

Melalui seminar ini telah terpublikasi berbagai hasil penelitian, ide dan pemikiran
para ilmuwan dari berbagai perguruan tinggi di Indonesia. Hasil penelitian, ide
dan pemikiran yang tentunya berorientasi kepada upaya menuju bangsa mandiri.
Seminar ini diharapkan memberikan motivasi kepada para peneliti untuk terus
melahirkan hasil-hasil penelitian yang berorientasi kemandirian dengan berbasis
sumber daya manusia dan sumber daya alam Indonesia.

Gorontalo, Oktober 2014
Tim Editor
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MISTERI GAGALNYA CHAOS:
BARISAN HINGGA BIFURKASI PERIOD-DOUBLING PADA
SISTEM INTERAKSI NONLINEAR SEPASANG OSILATOR

Hasan S. Panigoro?
'Fakultas MIPA, Universitas Negeri Gorontalo
email: hspanigoro@ung.ac.id

Abstract

In this manuscript, adynamical system of coupled nonlinear oscillators having the frequencies with
ratio 1: ¢, is studied. We assume that the nonlinearity is quadratic norm preserving. Using the
averaging method, we constructed the normal form. In particular, we are interested on the existence
of a number of period-doubling bifurcations in an open set of parameter values.

Keywords: Averaging Method, Normal Form, Peridic Solution, Period-Doubling Bifurcation

1. PENDAHULUAN

Pada tahun 2002, Crommelin [2]
memodelkan  permasalahan  iklim yang
memiliki properti unik, yaitu memiliki bagian
nonlinear kuadratik namun meminimumkan
energi. Pemodelan ini dikenal dengan nama
Ultra-Low Frequency Variablity (ULFV),
yang merepresentasikan suatu sistem osilator
nonlinear berpasangan dengan interaksi
berupa pola aliran di atmosfer (aliran udara,
panas dan lainnya) dengan komponen yang
lebih lambat pada sistem cuaca (laut, lautan es,
dan lainnya) dalam jangka waktu yang lama.

Interaksi kedua dinamik tersebut terjadi di
permukaan laut. Selain terjadi perpindahan air
melalui penguapan dan hujan, pada permukaan
laut juga terjadi interaksi momentum dari
atmosfer dengan momentum dari lautan.
Unsur-unsur yang mempengaruhi interaksi ini
adalah tekanan permukaan, suhu dan uap air
pada suatu lapisan di atmosfer, dan komponen-
komponen dengan laju horizontal pada lapisan
tersebut. Parameter yang digunakan pada
model ini menggambarkan pengaruh dari
beberapa proses, diantaranya konveksi, proses
kimiawi di permukaan tanah, bentuk awan
yang menutupi suatu wilayah tertentu, radiasi
sinar matahari dan lainya yang terjadi secara
lambat. Fenomena cuaca yang terjadi secara
cepat seperti badai yang terjadi secara tiba-tiba
diabaikan pada kasus ini.

Pada tahun 2003 dan 2004, Tuwankotta
[6] [7] melakukan penelitian yang termotivasi
oleh sistem ULFV yang dimodelkan oleh
Crommelin [2]. Sistem ini memiliki sifat
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geometridan frekuensi yang sama dengan
Crommelin, dengan perbandingan
frekuensil: €.

% = (A + eB)x + eF (%) (1.1)

denganx := (xq, x,, x3,%,) € R* dengan nilai
eigen dari A adalah A; , = ey +idan A3, =
glUy T icw. Bentuk normal dari sistem (1.1)
yang dibahas pada paper ini.

Diperlihatkan di Tuwankotta [7] bahwa
bentuk normal sistem (1.1) didapatkan dengan
metode perataan, dimana metode ini
menghasilkan dimensi ruang fase dan ruang
parameter yang lebih serderhana. Metode ini
menjamin bahwa solusi yang diperoleh dari
bentuk normalnya akan berdekatan dengan
solusi sistem awal dalam waktu yang panjang.

Hasil utama yang diperlihatkan pada
paper ini adalah munculnya barisan bifurkasi
period-doubling. Munculnya barisan bifurkasi
ini di mulai dari kontinuasi titik ekuilibrium
tak trivial pada sistem dengan variasi
parameter. Kontinuasi ini memperlihatkan ada
bifurkasi hopf disertai munculnya solusi
periodik berupa /imit cycle. Selanjutnya solusi
periodik tersebut di kontinuasi dengan variasi
parameter dan memperlihatkan munculnya
barisan bifurkasi period-doubling.

Hal yang menarik yaitu barisan bifurkasi
period-doubling yang terbentuk ternyata
merupakan barisan hingga dan pada akhirnya
teridentifikasi penyebab barisan tersebut
menjadi barisan hingga. Hal ini menjawab
gagalnya dinamik chaos pada sistem karena
tidak mungkinnya barisan hingga tersebut



menjadi barisan tak hingga bifurkasi period-
doubling.

2. FORMULASI MASALAH

Pandang sistem persamaan diferensial di
R3 berikut:

F=0xr + £KqT,

=Q(x,y)y — 612 — eKyx, (1.2)
y=—Q(x,y)x — £k,

dimana:

Qx,y) =w+ax+py, dan 0<eK1

adalah parameter perturbasi.

Misalkan terdapat fungsi G : R3 - R3
didefinisikan oleh:

oxr
Q(x,y) — 612
—.Q(X, Y)x
dimana &:= (r,x,y)T, dan Q(x,y) = w +
ax + By. Didefinisikan juga fungsi § : R3 -
R yaitu:

G(§):= (1.3)

S =12 +x?+y2
Kemudian kita definisikan:
S(R) == {&|r* + x> + y> = R"2,R = 0},

dengan  kurva  ketinggian  S(§) = RZ.
Perhatikan bahwa ¢ - G(§) = 0 sehingga sifat
mempertahankan jarak yang dimiliki sistem
(1.1) tetap ada setelah penormalan. Dari sifat

(1.4)

ini berakibat % = 0 sepanjang solusi dari ¢ =
G(&). Ini berarti medan vektor G senantiasa
tangensial pada permukaan bola S(¢). Pada
Tuwankotta [7] diperlihatkan bahwa sistem
(1.3) memiliki beberapa sifat simetri. Salah
satunya yaitu dinamik untuk r > 0 sama
dengan dinamik untuk r < 0 sehingga ruang
fase dari sistem (1.2) dapat direduksi menjadi
D:={r=0[r e R}. Sifat simetri juga
mereduksi nilai dari 8, sehingga dapat dipilih
B < 0. Selain itu diasumsikan bahwa «a,§ #
0, w > 0, dan K1k, > 0.

3. METODE PENELITIAN

Dalam mengidentifikasi bifurkasi yang
terjadi dilakukan secara numerik
menggunakan software komputasi numerik
Auto-07. Adapun langkah-langkah yang
dilakukan yaitu:
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. Identifikasi titik ekuilibrium.

. Analisis kestabilan titik ekuilibrium.

. Identifikasi bifurkasi dengan kontinuasi
titik ekuilibrium dengan variasi satu
parameter.

4. Identifikasi kurva bifurkasi jika berhasil

mengidentifikasi bifurkasi yang terjadi.

5. Kontinuasi ~ solusi ~ periodik  jika

mendapatkan solusi periodik atau berhasil
mengidentifikasi bifurkasi hopf (karena
bifurkasi hopf selalu disertai munculnya
limit cycle).

6. Analisis hubungan antara seluruh hasil

kontinuasi yang didapatkan.

7. Simulasi tehadap dinamik dari seluruh

tahap sebelumnya yang dapat membantu

menjelaskan hasil yang didapatkan.

W N

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1 Titik Ekuilibrium

Ketika sistem terperturbasi (& # 0),
sistem menjadi:
F=0xr + K47,
x=Q(x,y)y — 6% — ckyx, 4.1
Y==Q(x,y)x — £k,Y,
dimana:
Qx,y) =w+ax+ By, dan 0<e<K1.

Dengan mudah kita identifikasi bahwa ada
titik ekuilibrium trivial (7, X, ¥) = (0,0,0)pada
sistem (4.1). Dengan proses aljabar sederhana,
dapat pula di identifikasi titik ekuilibrium tak
trivial (7, X, ¥) = (19, Xg, Vo), dimana:

. \/(52(.BKI_6K2)2+(£a’€1_5w)2))’€1k2
0 ((BK1—8K2)5)? ’
- _cla
Xog = & 5’
(eak,—6w)kq
Yo (B, —8162)5
4.2)
Ekuilibrium  tak trivial ini ada
apabila(fk, — 6K,)8 # 0 dan § # 0.
Dari persamaan (4.1) maka:
JT,xy) =
&Ky + 0X 6T 0
—2617 —&Ky + ay w+ ax + 2By|,
0 —(w+2ax +py) —(Bx+ exy)



Sehingga titik ekuilibrium trivial akan
memberikan nilai eigenek;, dan —ek, + wi.
Akibat asumsi kqk, > 0, maka ada dua kasus
yaitu:

1. Ky >0,dank, > 0, dan
2. K1 <0,dan k, <0,

dimana untuk kedua kasus sama-sama akan
mengakibatkan titik ekuilibrium trivial adalah
titik ekuilibrium tipe saddle.

Pandang fungsi:
S =r?+x%+y2

Dengan menerapkan fungsi tersebut ke sistem
(4.1), diperoleh:

S = 2e(i11? — k(2% + y2)).

Ketika & =0, didapatkan persamaan
kerucut € diruang fase D € R3. Kerucut C
membagi ruang fase D menjadi dua bagian.
Bagian dalam ketika $ > 0 dan bagian luar
ketika S < 0. Ketika & >0, solusi akan
bergerak menjauhi  ekuilibrium  trivial,
sedangkan ketika S < 0, solusi akan bergerak
mendekati  ekuilbrium  trivial.  Titik-titik
ekuilbrium tak trivial sistem (4.1) akan terletak
pada kerucut C. Perhatikan gambar (4.1):

c) : I d) c

\ | [ 47 \
R d I Y i b
§

Gambar 4.1: Letak titik ekuilibrium tak trivial pada
bidang (r,y). Garis yang menbentuk kerucut C (garis
putus-putus) membagi ruang fase menjadi dua bagian
yaitu bagian dalam (yang diarsir) dengan semua solusinya
bergerak menjauhi titik ekuilibrium trivial dan bagian luar
dengan semua solusi mendekati titik ekulibrium trivial.

Gambar (l.a) dan (1.b) merupakan
ilustrasi dari kasus § > 0 sedangkan gambar
l.c) dan I.d) merupakan ilustrasi dari kasus
6 < 0. Titik ekuilibrium tersebut jika ada
maka terletak pada kerucut C disekitar titik
potong dengan manifold ekuilibrium dibidang
(x = 0) (elips atau hiperbola).
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4.2 Bifurkasi Hopf

Bifurkasi Hopf merupakan bifurkasi satu
parameter dengan kontinuasi titik ekuilibrium.
Dengan demikian, langkah awal yang
dilakukan adalah dengan mengkontinuasi
solusi ekuilibrium dalam hal ini adala
ekuilibrium tak trivial dengan memvariasikan
salah satu parameter, dan menetapkan nilai
untuk parameter lain.Dengan menetapkan
nilai § < 0,a < 0,w > 0,k; > 0,k, > 0 dan
melakukan variasi parameter § untuk
mengkontinuasi  titik ekuilibrium, maka

bifurkasi hopf'terjadi di § = — B Hal ini

2K+,
secara analitik dapat dilihat dari nilai eigen

J(ro, X0, Yo)-

Dalam melakukan komputasi numerik,
ditetapkan beberapa nilai parameter:

Kl = 5, _
Kp 1, f) :
a = =2, -

-6,
3,

(4.3)

dengan perturbasi sebesar:
e = 0.015.

Dengan nilai parameter diatas, menurut
prediksi analisis, bifurkasi hopf terjadi pada
saat 6 = 2.73. Dengan Komputasi numerik
menggunakan Auto-07, didapatkan Bifurkasi
hopfterjadi disekitar § = 3.02 dan § = 0.164.

4.3 Barisan Hingga Bifurkasi Period-

Doubling

Perhatikan kembali data numerik (4.3).
Selanjutnya ditetapkan nilai § = 3.5, sehingga
titik ekuilibrium tersebut stabil. Kemudian
titik ekuilibrium tersebut dikontinuasi dengan
memvariasikan parameter 6. Disekitar § =
3.02, terjadi bifurkasi hopf disertai munculnya
solusi periodik stabil.

Selanjutnya dilakukan kentinuasi solusi
periodik  dengan tetap  memvariasikan
parameter 8. Ketika dilakukan komputasi
backward, solusi periodik tersebut mengalami
bifurkasi period-doubling berkali-kali
membentuk barisan bifurkasi period-doubling.
Barisan bifurkasi period-doubling tersebut
berhenti pada saat § = 0.164. Perhatikan
gambar (4.2):
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Gambar 4.2:Kontinuasi solusi periodik yang membentuk
barisan hingga bifurkasi period-doubling pada saat € =
0.015.

Dapat kita lihat bahwa berhentinya
kontinuasi solusi periodik tersebut terjadi pada
nilai § yang sama dengan solusi periodik yang
terjadi pada bifurkasi #opf'kedua pada analisis
sebelumnya. Dengan melihat perilaku dari
solusi periodik yang membentuk barisan
bifurkasi period-doubling, maka ada indikasi
terjadinya chaos. Hal ini bisa terjadi jika
barisan bifurkasi period-doubling tersebut
menjadi barisan tak hingga bifurkasi period-
doubling dengan periodenya mendekati tak
hingga. Oleh karena itu dilakukan variasi
terhadap parameter untuk melihat
kemungkinan terjadi barisan tak hingga
bifurkasi period-doubling.

Selanjutnya diberikan perlakuan yang
sama secara numerik dengan merubah nilai
pertubasi. Untuk nilai pertubasi yang cukup
kecilpun (sampai € = 0.008) terjadi hal yang
sama, dimana kontinuasi solusi periodik
membentuk barisan hingga bifurkasi period-
doubling yang terhenti pada bifurkasi hopf
kedua. Selanjutnya dilakukan kontinuasi
bifurkasi hopf untuk melihat hubungan antara
kontinuasi solusi periodik dengan kurva hopf.
Simulasi yang terjadi dapat diperhatikan pada
gambar(4.3):
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Gambar 4.3:Barisan bifurkasi period-doubling untuk
beberapa nilai .

Perhatikan bahwa kontinuasi solusi
periodik yang dimulai dari solusi periodik
yang terbentuk pada saat terjadi bifurkasi sopf,
selalu berakhir juga pada solusi periodik yang
terbentuk pada saat terjadi bifurkasi hopf di
kurva yang sama dengan bifurkasi hopf
sebelumnya. Hal ini mengindikasikan bahwa
barisan bifurkasi  period-doubling  yang
muncul akan selalu membentuk barisan
hingga.Hal ini menjawab gagalnya dinamik
chaos dengan memberikan pertubasi terhadap
sistem agar barisan bifurkasi tersebut menjadi
barisan tak hingga bifurkasi period-doubling.

4.4 Dinamik Solusi Periodik dari Barisan
Hingga Bifurkasi Period-Doubling

Pada saat terjadi bifurkasi period-
doubling, salah satu solusi periodik pecah
menjadi dua buah solusi periodik dengan
solusi periodik yang baru memiliki periode
dua kali periode dari solusi periodik
sebelumnya. Perhatikan gambar (4.4):
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Gambar 4.4:Cabang dari bifurkasi period-doubling di label-1
dan label-6 dari gambar (4.3). Ketika kontinuasi solusi periodik
di € = 0.014, ditemukan barisan hingga period-doubling. Di
dua titik bifurkasi (label-1 dan label-6), dilakukan pergantian
cabang kontinuasi solusi periodik. Kontinuasi tersebut
mengalami bifurkasi period-doubling lagi. Kemudian dilakukan
pergantian cabang kontinuasi solusi periodik lagi dan kembali
mengalami bifurkasi period-doubling. (pada gambar, untuk
label-1 di plot 3 cabang kontinuasi baru, sedangkan untuk /abel-
6 di plot 2 cabang kontinuasi baru).

Di label-1 dan label-6 pada gambar (4.3)
dilakukan pergantian cabang kontinuasi solusi
periodik. Cabang baru yang didapatkan
ternyata juga mengalami bifurkasi period-
doubling. Pergantian cabang kontinuasi juga
dilakukan pada cabang baru tersebut dan
kembali terjadi bifurkasi period-doubling.



Pada gambar (4.4.a) disimulasikan 3 cabang
baru dari bifurkasi period-doubling oleh label-
1, dan pada gambar (4.4.b) diperlihatkan 2
cabang baru dari bifurkasi period-doubling
pada label-6.

Untuk selanjutnya dinamik dari masing-
masing cabang kontinuasi dapat dilihat pada
gambar (4.5) dan (4.6). Perhatikan gambar
(4.5), dimana pada saat § = 2.2, diplot 4 solusi
periodik di 4 cabang kontinuasi yang berbeda.
Diperlihatkan bahwa solusi period di /abel-
(2,3,4,5) memiliki struktur orbit periodik yang
serupa, namun memiliki periode dua kali dari
cabang sebelumnya. Solusi periodik pada
label-3 memiliki periode dua kali dari solusi
periodik /abel-2 dan demikian seterusnya.

(b) Label-3

¥

(a) Label-2

(c) Label-4 (d) Label-5

Gambar 4.5:Plot 4 buah solusi periodik di percabangan
pada label-1 gambar (4.4).

Perhatikan gambar (4.6). Pada label-10
dan label-11 diperlihatkan solusi periodik ang
lain, namun di nilai § yang sama di § = 2.2.
Kedua solusi periodik ini memiliki struktur
orbit yang berbeda dengan solusi periodik
pada label-(2,3,4,5). Hal ini menjelaskan
bahwa solusi periodik pada label-10 dan label-
11 tidak berhubungan dengan terjadinya
bifurkasi period-doubling pada label-1,
walaupun dinilai § yang sama.

o “:MM' ot - “vgfuh P s
(a) Label-10 (b) Label-11

Gambar 4.6: Plot 2 buah solusi periodik lain di § = 2.2
pada kontinuasi solusi periodik.

Perhatikan gambar (4.7). Hal serupa
terjadi pada percabangan label-6. Dilakukan
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pergantian cabang kontinuasi solusi periodik,
dan kontinuasi solusi periodik pada cabang
yang baru itu juga mengalami bifurkasi
period-doubling. Kemudian diplot solusi
periodik pada setiap cabang dengan nilai § =
0.75. Dapat dilihat bahwa label-(7,8,9)
memiliki  struktur orbit serupa, namun
memiliki periode yang berbeda. Label-8
memiliki periode dua kali dari periode solusi
periodik di label-7, dan label-9 juga memiliki
periode dua kali dari solusi periodik /abel-8.

Gambar 4.7: Plot 3 buah solusi periodik dipercabangan
label-6 gambar (4.4)

5. KESIMPULAN

Sistem yang dipelajari dalam paper ini
adalah sistem interaksi nonlinear sepasang
osilator dengan perbandingan frekuensi 1:¢
dengan ketaklinearannya adalah kuadratik
yang mempertahankan energi.

Perubahan  dinamik terjadi  ketika
dilakukan kontinuasi titik ekuilibrium tak
trivial dengan variasi satu parameter yang
mendapatkan terjadinya Dbifurkasi  hopf.
Munculnya bifurkasi hopf disertai dengan
adanya solusi periodik terisolasi sehingga
analisa dilanjutkan dengan kontinuasi solusi
periodik tersebut dengan variasi parameter
yang sama dengan kontinuasi solusi periodik
sebelumnya.

Hasil kontinuasi didapatkan berupa
barisanhingga  bifurkasi  period-doubling.
Dengan munculnya Dbarisan ini maka
seharusnya terindikasi kemungkinan
munculnya chaos pada sistem. Namun dengan
merubah nilai perturbasi ternyata tidak akan
berdampak pada barisan bifurkasi period-
doubling tersebut menjadi barisan tak hingga
dengan periode membesar dan mendekati tak
hingga juga. Analisis selanjutnya
memperlihatkan bahwa hal ini terjadi karena
barisan bifurkasi period-doubling selalu



berawal dari munculnya solusi periodik ketika
terjadi bifurkasi opf'yang satu dan berakhir ke
solusi periodik ketika terjadi bifurkasi hopf
yang lain, dimana kedua bifurkasi hopf
tersebut berada di kurva bifurkasi yang sama.
Hal ini mengakibatkan barisan bifurkasi
period-doubling tersebut adalah barisan
berhingga schingga teridentifikasi tidak
berubahnya sifat barisan bifurkasi period-
doubling tersebut dengan memvariasikan
parameter perturbasi. Hal ini berarti barisan
bifurkasi period-doubling ini tidak akan
memicu terjadinya chaos.

Hal yang menarik selanjutnya adalah
dinamik dari solusi periodik hasil percabangan
yang bukan hanya memiliki periode dua kali
dari solusi periodik sebelumnya, namun juga
memiliki struktur orbit yang sama dengan
sebelumnya.
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