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1.4 Subruang

Definition (Subruang)

Misalkan V' adalah ruang vektor atas skalar F dan W C V. W disebut
sebagai Subruang dari V jika W juga merupakan ruang vektor atas F
terhadap operasi penjumlahan dan perkalian skalar yang sama dengan V.

o Berdasarkan definisi diatas, pemeriksaan W sebagai subruang dari V
harus memenuhi ke 10 aksioma ruang vektor.

@ Namun jika W merupakan bagian dari suatu ruang vektor V yang
lebih besar, maka beberapa aksioma tidak perlu dibuktikan untuk W
karena ini berlaku untuk semua vektor pada V.

@ Contoh jika sifat komutatif u + v = v + u berlaku pada himpunan V/,
maka pembuktian sifat ini tidak perlu dilakukan terhadap W karena
ini berlaku untuk semua vektor pada V. Sebagai konsekuensinya,
maka sifat ini juga berlaku untuk semua vektor pada W.
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1.4 Subruang

Theorem

Jika V' adalah ruang vektor atas skalar F dan W C V, maka W disebut
sebagai Subruang dari V jika dan hanya jika memenuhi,

Q@ VuveW) u+veW
Q@ (VkeF, Yue W) kue W

v

Bukti. Teorema ini dapat dengan mudah dibuktikan dengan menunjukkan
aksioma-aksioma ruang vektor:

o Jika W adalah subruang dari V, maka semua aksioma ruang vektor
terpenuhi termasuk Al dan A6 yang menunjukkan teorema ini
berlaku.

@ Sebaliknya jika Al dan A6 berlaku, maka cukup menunjukkan bahwa
W memenuhi kedepan aksioma lainnya. Sementara
A2, A3, A7, A8, A9 dan A10 secara otomatis terpenuhi oleh vektor W
karena aksioma tersebut terpenuhi oleh SEMUA vektor pada W.
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1.4 Subruang

Bukti. Dengan demikian hanya perlu ditunjukkan bahwa A4 dan A5
terpenuhi oleh W.

Misal sebarang vektor u € W. Berdasarkan syarat (2), maka
ku € W, untuk setiap skalar k.

@ Dengan mengambil k = 0, diperoleh Ou =0 e W
@ Dengan mengambil k = —1, diperoleh —1lu = —u eW
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1.4 Subruang

Examples
Telah dibuktikan sebelumnya bahwa V = R? adalah ruang vektor atas R.
© Untuk suatu m € R, periksalah bahwa himpunan
W = {(x,y) € V|y = mx} adalah subruang dari V.
@ Periksalah bahwa himpunan W = {(x,y) € V|x = 0} adalah
subruang dari V.
@ Berikan alasan bahwa himpunan W = {(x,y) € V|y = x+ 1} bukan
subruang dari V.
© Berikan alasan bahwa himpunan W = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}
bukan subruang dari V.
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1.4 Subruang

Solution

Q@ Misalu= (x1,y1) , v=(x2,)2),u,v € Wartinyau,v € V. Karena
V' ruang vektor, maka

ut+v = (x1,5)+ (x, ) (3)
= (xx+yi,x+y) eV

Disisi lain misal y3 = mxy dan y» = mxy, maka

yi+y: = mxg+mx (4)

= m(x1+x)

(3) dan (4) menunjukkan bahwa u+v € W.
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1.4 Subruang

Solution

@ Selanjutnya, ambil sebarang k € F danu = (x,y) € W, artinya
u= (x,y) € V. Karena V ruang vektor, maka

ku = k(x,y) (5)
(kx, ky) € V

Disisi lain misal y = mx, sehingga

ky = k(mx) (6)
= m(kx)

Berdasarkan (5) dan (6) disimpulkan bahwa k (x,y) € W.
Karenau+v € W dan k (x,y) € W, maka syarat subruang untuk
W terpenuhi.

v
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1.4 Subruang

Problem
Dengan cara sama, anda dapat dengan mudah mengerjakan contoh nomor
2,3, dan 4.

Berikut ini diberikan suatu sifat (pernyataan) yang ekivalen dengan
pernyataan dari suatu subruang.

Theorem
Jika V' adalah ruang vektor atas skalar F dan W C V, maka W disebut
sebagai Subruang dari V jika dan hanya jika

(Vk, 1€ F, Yuve W) ku+Ive W

resmawan@ung.ac.id (MathUNG) [DAC61833] Aljabar Linear Agustus 2019 38 /88



1.4 Subruang

Bukti. Misalkan k,/ € F, danu,v € W.
o Jika W subruang, maka

kueW dan ve W

Dengan demikian,
ku+Ive W

o Misalkan ku+ /v e W, Vk,I € F, Yu,v € W. Akan ditunjukkan
bahwa W adalah ruang vektor atas F. Selanjutnya anda dapat
dengan mudah menunjukkan bahwa W memenuhi ke 10 aksioma
ruang vektor.
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1. Ruang Vektor Umum 1.4 Subruang

1.4 Subruang

Example

Tunjukkan bahwa himpunan

B= y | €R|x+y+z=0
z

merupakan subruang pada ruang vektor R? atas R.
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1.4 Subruang

Solution
Misalkan a, b € R dan

X1 -1 —z1 -1 -1
vi = n | = 1 =% 1 +2z; 0

¥4 7 0

X2 —Y2— 22 —1 -1
v, = 2| = y2 =W 1 + z 0

¥4 2 0 1

Maka
-1 -1

avi + bvy, = (ay1 + byz) 1 + (azl + bZQ) 0 €B
———— T 1
€

o

€R

resmawan@ung.ac.id (MathUNG) [DAC61833] Aljabar Linear Agustus 2019 41/ 88



** | atihan 2

@ Telah dibuktikan sebelumnya bahwa V = R? adalah ruang vektor
atas R.

a. Periksalah bahwa himpunan W = {(x,y) € V|x = 0} adalah
subruang dari V.

b. Berikan alasan bahwa himpunan W = {(x,y) € V|y = x+ 1} bukan
subruang dari V.

c. Berikan alasan bahwa himpunan W = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}
bukan subruang dari V.

@ Misalkan ruang vektor dari semua himpunan fungsi yaitu
V={f:R— R}
dan D C V dengan
d’f
D=<feV|—5+f=
{ € |dX2 + 0}

Tunjukkan bahwa D adalah subruang dari vektor V.
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" Terima Kasih, Semoga Bermanfaat "
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