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2.3 Basis Ortonormal dan Proses Gram-Schmidt

@ Untuk menyelesaikan sejumlah kasus yang melibatkan ruang vektor,
kita bebas memilih basis untuk ruang vektor tersebut yang dianggap
sesuai.

@ Di ruang hasilkali dalam, suatu basis yang vektor-vektornya saling
orthogonal satu sama lain kerap kali dijadikan sebagai pilihan terbaik.

@ Lebih lanjut akan dibahas bagaimana basis-basis tersebut diperoleh.
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Definition

@ Himpunan vektor-vektor dalam ruang hasilkali dalam disebut sebagai
Himpunan Ortogonal, jika setiap pasangan vektor yang berbeda
dalam himpunan tersebut saling ortogonal.

@ Himpunan ortogonal yang setiap vektornya memiliki norma 1 disebut
Ortonormal.

@ Dengan kata lain, {v1, vy, ,v,} dari vektor-vektor di V adalah
ortonormal apabila

(viyvg) = 0, j#k
<vJ,vk> = 1 j=k
g,k = 1,2,---n

resmawan@ung.ac.id (MathUNG) [DAC61833] Aljabar Linear Agustus 2019 115 / 162



2.3 Basis Ortonormal dan Proses Gram-Schmidt
2.3 Basis Ortonormal dan Proses Gram-Schmidt

Example

Suatu himpunan V = {v;, vy, v3} dapat dikatakan ortonormal apabila
berlaku

<V1,V2> = O, <V1,V3> :0, <V2,V3> =0

lvill = flval[ = [[vs] = 1

Example

Diberikan himpunan V = {vy, v, v3} dengan

adalah vektor-vektor di R? yang dilengkapi hasilkali dalam euclid.
Tunjukkan bahwa himpunan V ortonormal.

v
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Solution
o Himpunan V dikatakan ortonormal apabila memenuhi

(v1,v2) = 0, {v1,v3) = 0, (va,v3) = 0 dan [[va]| = va| = [jva = 1
@ Perhatikan bahwa

1 1
<V1,V2> = 0-—+1-0+0-—= =0

V2 V2

1 1
Vi,V = 0-———4+1-04+0- —
<1 3> \6 \ﬁ
1 1 1 1
V,V = 7_7_{—00—{—77:0
W v3) V2 V2 V2 V2

0
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Solution
@ Selanjutnya diperoleh

- (3 () -
o T o (-

o Dengan demikian VI ortonormal.
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@ Setiap himpunan ortogonal yang memuat vektor taknol dapat
dikonversi menjadi himpunan ortonormal dengan cara
menormalisasikan setiap vektornya.

@ Proseses normalisasi suatu vektor taknol v dilakukan dengan cara
mengalikan vektor tersebut dengan resiprok (kebalikan) normanya,
untuk menghasilkan vektor baru dengan norma 1.

Definition
Proses perkalian suatu vektor tak nol v dengan kebalikan panjangnya

(norm) untuk memperoleh suatu vektor dengan norm 1 disebut dengan
penormalan atau normalisasi (normalizing) v, yakni

) = g = g o = 1
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Example
Misalkan

up =(0,1,0), u;=(1,01), uz=(1,0—1)

Proses normalisasi u, up, dan u3 menghasilkan

1 1
vy = 0,1,0)=1(0,1,0
I 02+12+02( )=(0.109)

1
v, = u, = 1,0,1) = .0,
’ lua [ \/12+o2+12( D < )

v ! u ! <
3 = 3=
[Jus]] \/12+02+(_1>
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2.3 Basis Ortonormal dan Proses Gram-Schmidt

Example

Tunjukkan bahwa himpunan S = {v1, v, v3} yang diperoleh pada contoh
sebelumnya merupakan himpunan ortonormal.

Teorema berikut ini memperlihatkan bahwa sederhana sekali untuk
menyatakan suatu vektor dalam suku-suku dari suatu basis ortonormal.

Theorem

Jika S = {vi1,va,...,v,} adalah suatu basis ortonormal untuk suatu
ruang hasilkali dalam V/, dan u adalah sebarang vektor di V', maka

u={uvi)vi+ {uv)va+---+(uv,) v,
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Example
Diberikan vektor-vektor

4 3 3 4
V] = (0,1,0), Vo = <—5,0,5>, V3 = (5,0, 5)

Mudah diperiksa bahwa himpunan S = {vy, vy, v3} adalah basis
ortonormal untuk R3 dengan hasilkali dalam Euclid. Nyatakan vektor
u = (1,1,1) sebagai kombinasi linear dari vektor-vektor di S dan tentukan

vektor koordinat (u)

s
v
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Solution
Perhatikan bahwa

(uvi) = 1. 0+1 1+1-0=1
3 1
, = 1-——+41- 1-—-=—-
(u,vy) 5+ 0+ 5= &
3 7
' = 1.-241- 1.,:,
(u,v3) Pl 0+1-o=¢ )
Solution
sehingga diperoleh
u = (uvy)vi+ (u,vy) vy + (u,v3)vs
= 1l-v —lv + —v
= 1 52 53
3 7/(3
1,11 (010)—7 —70 \—i— ( \
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Solution
Adapun vektor koordinat u yang realtif terhadap S adalah

(Ws = ((uv1), (uv2),(uvs))

- (-4
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Theorem

Jika S adalah sebuah basis ortonormal untuk sebuah ruang hasilkali dalam
berdimensi n, dan jika

(W= (u, - un),  (v);=(vi,v2, ", Vn)
Maka
O [uf =/} +B+ +

Q@ d(uyv)= \/(Ul—V1)2+(U2—V2)2+"'+(un—vn)2
Q@ (uv)=uvi+wv+- -+ upv,
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Example

Jika R3 memiliki hasilkali dalam euclid, maka norma dari vektor
u=(1,1,1) adalah

lu =v12+12+12= V3

Dari contoh sebelumnya jika R® memiliki basis ortonormal S, dapat
diketahui vektor koordinat u yang relatif terhadap S adalah

(u)s = (1_;;>

Norma u juga dapat dihitung dari vektor ini,

Jull = \/12+ (—;)2+ (;) —\3
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2.3 Basis Ortonormal dan Proses Gram-Schmidt

Theorem

Diberikan himpunan ortonormal {v1, va, ..., v, } di suatu ruang hasilkali
dalam V. Jika W adalah ruang yang direntang oleh vy, v»,

.., Vv, maka
setiap vektor u € V bisa dinyatakan dalam bentuk

u=wi+wp

dengan wi € W dan wy ortogonal terhadap W .

@ w; disebut proyeksi ortogonal u pada W, dinotasikan, projy, u.

@ w; disebut komponen u yang ortogonal terhadap W, dinotasikan,
projy, L u.

o Hal ini berarti

u =projy, U+ projyy L u
dan karena wo = u — wy, maka

projy,. U = u—proj, ‘u
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2.3 Basis Ortonormal dan Proses Gram-Schmidt

Theorem

Misalkan W adalah suatu subruang berdimensi berhingga dari suatu ruang
hasilkali dalam V.

@ Jika {v1,v2,...,v,} adalah sebuah basis ortonormal untuk W dan u
adalah sebarang vektor pada V', maka

projyy u = (u,v1)vi+ (u,va)vo + - -+ (u,v,) v,

@ Jika {vi,vy,...,v,} adalah sebuah basis ortogonal untuk W dan u
adalah sebarang vektor pada V', maka

. u,v u,v u,v
projyy u :< 12> Vi < 22> V2 + tt < r2> vV,
[Jva]] [[v2]] v |
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Example

Diberikan ruang vektor R? dengan hasilkali dalam Euclid dan subruang
vektor W yang direntang oleh vektor-vektor ortonormal

vi = (0,1,0)

4 3
Vo = <—5,0,5>

Tentukan Proyeksi ortogonal u = (1,1,1) pada W dan komponen u yang
ortogonal terhadap W.
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Solution
Proyeksi ortogonal u = (1,1,1) pada W :

projyy u = (u,vi)vi+ (u,vz)vo

1 4 3
= (1)(0,1,0 —= —=,0,=
W©1.0+(~3) (503

4 3

- ()

Komponen u yang ortogonal terhadap W

projyyt U = u— projy u

- 11— <;51—235>

21 28)
20 >
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2.3 Basis Ortonormal dan Proses Gram-Schmidt

Theorem

Setiap ruang hasilkali dalam tak nol yang berdimensi berhingga
mempunyai suatu basis ortonormal

Proof.

Misal V ruang hasilkali dalam taknol yang berdimensi n, dan suatu

himpunan U = {uy,uy, ..., u,} sembarang basis untuk V. Basis ortogonal
{vi,v2,...,v,} untuk V , dapat diperoleh melalui Proses Ortogonalisasi
Gram-Schmidt, dengan langkah-langkah sebagai berikut: O

v
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2.3 Basis Ortonormal dan Proses Gram-Schmidt

Proof.
1. Misal Vi = uUp

2. Membentuk vektor v, yang ortogonal terhadap v; dengan cara

menghitung komponen dari u, yang ortogonal terhadap ruang Wj
yang direntang oleh vy, yaitu

V2 = Uz — projy,uz
B <U2.Vé>v
v
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2.3 Basis Ortonormal dan Proses Gram-Schmidt

Proof.
3. Membentuk vektor v3 yang ortogonal terhadap v; dan v, dengan cara
menghitung komponen dari us yang ortogonal terhadap ruang W,
yang direntang oleh v; dan v», yaitu

V3 = U3 — projy,us
(U3,V1> (U3,V2>
- 2 V1~ 2 V2
(vl [[va|

4. Proses dilanjutkan sampai v,, untuk menghasilkan himpunan
ortogonal {v1,vy,...,v,} yang terdiri dari n vektor bebas linear di V
dan merupakan suatu basis ortogonal untuk V. Penormalan
vektor-vektor di basis ortogonal akan menghasilkan basis ortonormal.

0

v
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2.3 Basis Ortonormal dan Proses Gram-Schmidt

Secara umum, Proses Gram-Schmidt dapat dinyatakan dengan

k—1 .
Vk:uk—EMVJ‘, k:1,2,---,n
=il

Example

Diberikan V = R? dengan hasilkali dalam Euclid. Terapkan algoritma
Gram-Schmidt untuk mengortogonalkan basis

{(1,-1,1),(1,0,1),(1,1,2)}

Normalisasikan vektor-vektor basis ortogonal yang diperoleh menjadi
sebuah basis ortonormal.
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Solution

Misalu; = (1, —1,1) ,up = (1,0,1) ,u3 = (1,1,2)

o Langkah 1
Vi =u; = (1, —1, 1)
o Langkah 2
_ Lo (ug, v1)
V2 = Uz — projy,uz = uz — 5
[[vall
1.1 -—141-1
~ (1,0,1)— 2 1*0 — -
2 22
- 11 01 1 - PRI
(1,0.1) (3 3 3)
(121
- \3'3'3
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Solution
o Langkah 3
V3 = U3 — projy,us
(uz, v1) (uz, v2)
- - 2 1 — 2 Vo
v [[vz||

- (11,2)- % a-11)-> (3,3,3)

- (e}

o Dengan demikian, diperoleh basis ortogonal

i =foio (1 3) (o)
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Solution
e Selanjutnya dapat diperoleh basis ortonormal {q1,q,,q3} dengan
q vi o (1,-1,1) (1 \f \/ \/\
1 = g pum— 7, — —_— — _— pum—
i~ 3 vVt f 3],
o v2:<;,g,;>:(21 £££
Wl = v ~\Ve'veve) 63 6
_ovi _(=303) _ (V2 V2
S 2 R B

v
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2.4 Aproksimasi Kuadrat Terkecil

Problem

Jika diberikan sebuha sistem linear Ax = b yang terdiri dari m persamaan
dengan n variabel, tentukan sebuah vektor x jika memungkinkan, yang
dapat meminimalkan nilai || Ax — b|| merujuk pada hasilkali dalam
Euclidean pada R™. Vektor semacam ini disebut sebagai Solusi Kuadrat
Terkecil dari Ax = b. )
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2.4 Aproksimasi Kuadrat Terkecil

Berikut diberikan beberapa Teorema yang berkaitan dengan Solusi
Kuadrat Terkecil.

Theorem
Untuk sebarang sistem linear Ax = b, sistem normal yang terkait

AT Ax =ATb

bersifat konsisten dan semua solusi dari sistem normal adalah solusi
kuadrat terkecil dari Ax = b. Selanjutnya, jika W adalah ruang kolom dari
A, dan x aadalah solusi kuadrat terkecil sebarang dari Ax = b, maka
proyeksi ortogonal b pada W adalah

projy, b = Ax
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2.4 Aproksimasi Kuadrat Terkecil

Theorem
Jika A matiks m x n, maka pernyataan berikut ekuivalen

Q@ A memiliki vektor-vektor kolom yang bebas linear.
@ AT A dapat dibalik
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2.4 Aproksimasi Kuadrat Terkecil

Theorem

Jika A matiks m X n yang memiliki vektor-vektor kolom bebas linear, maka
untuk setiap matriks b, m X 1, sistem linear Ax = b memiliki solusi
kuadrat terkecil yang unik, yakni

X = (ATA> T ATh (10)

Selanjutnya, jika W adalah ruang kolom dari A, maka proyeksi ortogonal b
pada W adalah

~1
projyy b = Ax =A (ATA) ATb (11)

v
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2.4 Aproksimasi Kuadrat Terkecil

Example

Tentukan solusi kuadrat terkecil dari sistem linear Ax = b yang diberikan
oleh

xg1—X = 4
3x1 +2x =
—2x1+4x = 3

dan tentukan proyeksi ortogonal b pada ruang kolom A.

Solution
Diketahui

4
A= 3 2 dan b=| 1
-2 4 3

v
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Solution
Selanjutnya dapat kita peroleh

1 3 =2 - 14 -3
ATA:[ } 3 2 :[ ]
-1 2 4 5 -3 21
[ 4
1 3 =2 1
T _ _
oo = |40 ]| = 1wl

sehingga sistem normal AT Ax =ATb dalam kasus ini adalah

ERINEE
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2.4 Aproksimasi Kuadrat Terkecil

Solution

Dengan menyelesaikan sistem diatas diperoleh

17
X] = —

B 143
- 05

285
Berdasarkan persamaan (11) diperoleh proyeksi ortogonal b pada ruang
kolom A, yaitu

dan x, =

92

. R e
prOJW b = Ax = 3 2 |: @ :| = 285
—2 4 285 %‘7*
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** | atihan 7

1. Misal p = ag + a1x + a>x? dan q = by + bix + byx? sembarang
vektor di P,. Tunjukkan apakah himpunan polinomial berikut ini
memenuhi sifat ortonormal atau tidak dengan mengacu pada definisi
hasilkali dalam

(p,q) = aobg + ar1b1 + a2 bo

2 {35 b0). (34 3x-32) (54304 34))
{0 (Gt ) 0}

2. Misalkan R* memiliki hasilkali dalam Euclidean. Gunakan proses
Gram-Schmidt untuk mengubah basis {u;, uy, us, us} menjadi sebuah
basis ortonormal, jika

up = (0,2,1,0),up = (1,—1,0,0) ,uz = (1,2,0, 1) ,us = (1,0,0,1)
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** | atihan 7

3. Tentukan solusi kuadrat terkecil dari sistem linear Ax = b dan
tentukan proyeksi ortogonal b pada ruang kolom matriks A.

11 7

a A= | -11|,b=]|0
-1 2 —7
(2 0 -1 0
1 —2 2 6

bA= |, | ol v=1s
0 1 -1 6
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" Terima Kasih, Semoga Bermanfaat "
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